Devoir de Physique n°6 PCSI 2022 - 2023

Conseils :
* Ce devoir comporte 4 exercices indépendants.

* Le correcteur tiendra compte de la présentation (soin apporté aux schémas) et de la ré-
daction de votre copie : justifiez rapidement vos affirmations, donnez la valeur littérale
simplifiée des résultats en fonction des données de I'énoncé, vérifiez ’homogénéité et la
cohérence (tout résultat non homogene sera sanctionné).

Les résultats NON ENCADRES ne seront pas notés. Laissez une marge a gauche pour le
correcteur.

¢ Numérotez les questions et ajoutez le label de la marge Q1, etc.
¢ Changer de page pour un nouvel exercice.

* ['usage des calculatrices est autorisé.
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[. CAPTEUR PIEZOELECTRIQUE

Les matériaux piézoélectriques ont la capacité de voir apparaitre une différence de potentiel
entre leurs faces lorsqu’on exerce sur elles une contrainte (effet direct) mais également de pouvoir
se déformer sous l'action d'une différence de potentiel imposée (effet inverse), ce qui en fait des
matériaux trés intéressants sur le plan des applications.

A. Mesure de l'intensité d'une force s’exercant sur une lame piézoélectrique

Les montages ci-apres utilisent des amplificateurs linéaires intégrés (ALI) supposés idéaux et
fonctionnant en régime linéaire.

On suppose qu’une force F régulierement répartie est exercée sur la face de la lame, celle-ci
entrainant 'apparition d"une tension V, a ses bornes et de deux charges opposées +q et —q sur les
faces de la lame. La charge ¢ est liée a V, ainsi qu’a la force F exercée de sorte que

q=CV.,=KF

ou C, K et F représentent respectivement une capacité, une constante de proportionnalité et I'in-
tensité de la force F'.

=

F

Lame

Face fixe \

FIGURE 1 — Montage pour la mesure de l'intensité dune force.

1. Exprimer la tension V, en fonction de e;, V; et des différentes résistances (figure 1).

2. Ondonne: R; = 10k, Ry = 6.5k}, R3 = 1.0k et e; = 100 mV. On mesure V, = 6.50 V. En
déduire V..

3. Sachant que C' = 8.0 x 107 F et que K = 1.0 x 107> CN~!, déterminer l'intensité de la
force F' s’exercant sur la lame.

B. Mesure de la fréquence d'une force excitatrice sinusoidale s’exercant sur une
lame

On consideére que la lame est soumise a une action mécanique variant sinusoidalement dans le
temps a la fréquence f, fréquence que I'on se propose de déterminer a 'aide du montage de la
tigure 2.

Lycée Poincaré — Nancy Page 2/11 29 mars 2023, durée 4 h00



Q4

Q5

Q6

Q7

Q8

Devoir de Physique n°6 PCSI 2022 - 2023

C

[

I

Ry

¢ R —
1

7

> °
v, + v
® — T @

FIGURE 2 — Montage pour mesure de la fréquence.

. Déterminer 1'expression de la fonction de transfert du filtre de la figure 2. La mettre sous la

forme :
A

1+i(E-2)

en précisant les expressions de A, w; et ws en fonction de Ry, Ry, C.

H(jw) =

2. Indiquer quelle est la nature de ce filtre. Justifier.

3. Montrer que le gain passe par un maximum pour une pulsation w que l'on exprimera en

fonction de w; et w.

On ajuste a présent la résistance R; de maniére a ce que les signaux d’entrée et de sortie
soient en opposition de phase.

. Comment peut-on vérifier expérimentalement que les deux signaux sont en opposition de

phase ? Indiquer quel matériel peut étre utilisé pour cette opération et la méthode utilisée.

. Déterminer la fréquence de la contrainte s’exercant sur la lame. Calculer sa valeur numé-

rique sachant que Ry = 1.0 x 102k}, C' = 25 nF et qu'il a fallu régler R; a 10kQ2 de maniére
a ce que les deux signaux soient en opposition de phase.
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II. REBOND D’UNE GOUTTE D’'EAU

Il est possible de réaliser par traitement chimique d’une plaque métallique une surface plane
parfaitement hydrophobe : une goutte d’eau posée sur cette surface n’y est en contact qu’en un
seul point et on constate qu’elle adopte une forme sphérique si elle est suffisamment petite (ob-
servation O1).

Lorsqu’on lache une goutte sphérique de rayon ay ~ 1.0 mm sans vitesse initiale a une hauteur
h = 10 cm au-dessus de la plaque supposée horizontale et qu’on filme avec une caméra rapide,
on constate que la goutte reste au contact du plan hydrophobe pendant une durée 7 de I'ordre de
quelques millisecondes (observation O2). Pendant cette phase, la goutte s’aplatit puis s’arrondit
avant de décoller.

Une fois qu’elle a décollé, la goutte qui a récupéré sa forme sphérique remonte jusqu’a une
altitude maximale inférieure a i avant de retomber. Le processus se répete ensuite avec cinq a dix
rebonds perceptibles (observation O3).

Le but du probleme est de proposer des modéles simples tentant d’interpréter ces observations.
Données numériques :

> masse volumique de 'eau p. = 1,0kg/L;

> coefficient de tension superficielle entre 1'air et 'eau: A = 7,0 x 1072]/m?;

> rayon de la goutte considérée : qp = 1,0mm;

> hauteur depuis laquelle les gouttes sont lachées : h = 10 cm;;

> champ de pesanteur terrestre g = 9,8 m/s?.

1 Forme des gouttes

Dans toute cette partie, la goutte est supposée au repos. Pour faciliter les calculs, on adopte une
géométrie différente de la réalité en considérant la goutte cylindrique de rayon a et de hauteur e
comme représenté sur la Figure 1.

2a

—>

FIGURE 1 — Modélisation de la goutte d’eau.

Du fait que le contact avec la goutte réelle est ponctuel, on admet que, dans le modeéle cy-
lindrique, toute la surface du cylindre (y compris sa base) est en contact avec 'air. L'expérience
montre que les interactions entre ’eau et 1’air sont associées a une énergie potentielle de la forme

Ep,t — AS

ou S est l'aire de l'interface eau-air et A une constante positive appelée coefficient de tension
superficielle.
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A. Role de la tension superficielle

Dans cette partie, on néglige la pesanteur.

1.

Exprimer le volume V' de la goutte cylindrique et sa surface totale de contact avec l'air S en
fonction de a et e.

. En déduire son énergie potentielle de tension superficielle en fonction de a, A et V.

. Montrer que, pour V et A fixés, la valeur a, de a pour laquelle E, ; passe par un minimum

est

ap = (V)Ug 1)

2

Vérifier que la valeur correspondante de I'épaisseur de la goutte est ¢; = 2a, et commenter.

En déduire 'expression du minimum de 1’énergie potentielle en fonction de A et ay.

6. Donner des expressions approchée de £, ;(a) lorsque a — 0 et lorsque a — oco. Tracer 'allure

B.

. Déterminer, pour V et A fixés, I'expression de

du graphe de E,; en fonction de a.

d?E . £ 1.
5" (ap) en fonction de A. En déduire qu’'au

voisinage de a = ay, on peut mettre, a une constante additive pres, I’énergie potentielle de
tension superficielle sous une forme analogue a 1’énergie potentielle élastique d"un ressort
de raideur k, de longueur a vide [, et de longueur a avec

k=12rA et l(] = Qo (2)

Influence de la pensanteur

Dans cette partie, on prend en compte la pesanteur. On prend 1'origine des énergies potentielles
de pesanteur a la base de la goutte de telle sorte que les cotes de ses faces inférieure et supérieure
soient respectivement z = 0 et z = e. On fait 'hypothése que 1'énergie potentielle de pesanteur
modifie tres peu la valeur ay de a qui rend minimale 1’énergie potentielle totale de la goutte. On
supposera notamment que la relation entre V' et ay obtenue a la question A.11 reste vraie.

1.

Redonner I'expression de 1'énergie potentielle de pesanteur pour une altitude z du centre
de gravité de la goutte.

. Montrer que la masse m de la goutte est donnée par m = 2wp.a3.

3. Sachant que z = 5 et sous les hypotheses énoncés précédemment, montrer que 1’énergie

potentielle de pesanteur de la goutte s’écrit :

6
B _ 2mpegag 3)

D9 CL2

On note a; la valeur qui rend minimale 1’énergie potentielle totale de la goutte.

4. Déterminer 1'équation satisfaite par a;.

. Comme on suppose que la pesanteur ne modifie que tres peu la valeur de a qui rend ’éner-

gie potentielle totale minimale, on note a; = ag(1 + ¢€) avec ¢ < 1. Déterminer, a l'ordre 1,
I’expression de ¢ en fonction de ay, p, g et A. On rappelle que pour ¢ < 1,al’ordre 1, on a
(14+e)* =1+ ae.

6. Interpréter le signe de €.

. Calculer la valeur numérique de €. Le résultat est-il cohérent avec I’hypothése ¢ < 17?
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2 Modeéle mécanique du rebond de la goutte

L’analyse de la partie 1 conduit a modéliser la tendance d'une goutte a reprendre une forme
sphérique par un ressort de raideur k. Pour prendre en compte par ailleurs l'inertie de la goutte et
d’inévitables frottements internes, on adopte le modéle de la figure 2 : on attache sous une masse
ponctuelle m = 6,3 mg un patin (P) plan, de masse nulle via un ressort de raideur k£ = 2,6 N/m
et de longueur a vide ¢, et un amortisseur qui exerce sur m une force de la forme F = —f ¢ &, oul
e est la distance entre la masse m et le patin. Le ressort et I’amortisseur sont montés en parallele.
On néglige la masse du ressort et la masse de I’amortisseur. Dans ce modele, toute la masse de la
goutte est concentrée en son sommet.

z
Masse
IR
g
€k
f
Z L_Y__
Patin

Plaque fixe

FIGURE 2 — Modele mécanique de la goutte

A chaque instant ¢, on repére les mouvements du systéme par la cote z(t) de la masse m et par
la cote Z(t) du patin (P), la cote nulle étant prise sur la plaque fixe.

Le systeme est abandonné avec les conditions initiales 2(0) = h + ey, 2(0) = 0, e(0) = ¢ et
é(0) = 0. On néglige les forces exercées par lair.

Q23 1. En considérant que la goutte est en chute libre et que e(t) reste constamment égal a e,

déterminer en fonction de % et g, 'expression du module de la vitesse vy = |%(to)| de la
masse m a l'instant ¢, o1 le patin touche la plaque de cote z = 0. Calculer numériquement
Vo.

On fixe désormais I’origine des temps ¢t = 0 au moment ot le patin touche la plaque. Du fait de
sa masse nulle, sa vitesse devient instantanément nulle. On repere alors I’évolution de 1’épaisseur
e(t) avec les conditions initiales e¢(0) = ey et é¢(0) = —up. Dans toute la suite du probleme, on
considere que le poids de la goutte est négligeable devant toutes les autres forces en jeu.

Q24 2. On suppose que le patin reste au contact de la plaque. Montrer que 1'équation différentielle
décrivant I’évolution de §(t) = e(t) — ey se met sous la forme :

“0

Q

ou I'on exprimera les constantes positives wy et () en fonction de m, k et f.

04+ =0+ wi=0 (4)
Q25 3. Onsuppose Q? > 1. En déduire que la solution générale est de la forme :

d(t) = exp <—§—2§> (B cos(wpt) + C'sin(wot)) 5)

et déterminer les expressions des constantes B et C' en fonction de v et wy.
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4. Pour n € N, on note 7,, la suite des instants correspondant aux maxima successifs de 6(¢).
On admet que les oscillations de (t) sont perceptibles tant que leur amplitude 6(7},) reste
supérieure ou égale a 10 % de la valeur initiale (7). Exprimer le nombre d’oscillations
perceptibles en fonction de (). Combien peut-on en observer si () = 5? On conservera cette
valeur de () pour la suite.

On s’intéresse désormais a la possibilité de décollement du patin. On note § = Ré, l'action de

contact exercée par la plaque fixe sur le patin.

5. Btablir I’expression de R en fonction de %, f, § et 5.

6. En limitant les calculs a I’ordre 1 en 1/Q), montrer que

R = mwyvy exp <—;—Z§> <sin(w0t) + % Cos(wot)> (6)

7. Déterminer l'instant 7 > 0 ot le patin décolle. Calculer sa valeur. Le modele est-il en accord
avec les observations?

8. On néglige le terme 1/Q) dans I'expression de 7. En utilisant les résultats de la partie 1,
montrer que le modele prévoir que 1’évolution de 7 en fonction de a, est donnée par

3
log(7) = constante + 3 log(aop) (7)

9. Une étude expérimentale sur des gouttes dont les rayons sont compris entre 0,5 mm et 2 mm
a permis de tracer le graphe suivant

107% ¢ ]

—~~
0

N
~

ao (m)

FIGURE 3 — Evolution de 7 en fonction de aqg

Cette expérience valide-t-elle le modéle étudié ici?
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III. CORPS EN MOUVEMENT AUTOUR DU SOLEIL

Aide simplifiée de la fonction odeint du module scipy.integrate :

odeint (func, y0, t)
Résout un systéme d’équation différentielle ordinaire du premier ordre
en fonction de condition initiale.

dy/dt = func(y, t)

ou y peut étre un "vecteur" (c’est-a-dire une liste ou un tableau)
Parametres
func : fonction(y, t)

calcule la dérivée de y a 1l’instant t
y0 : tableau ou liste
représente les conditions initiales pour y (peut étre un vecteur)
t : tableau ou liste
une liste ou un tableau de valeurs de temps pour lesquels on
souhaite les valeurs de t. La premiere valeur doit correspondre
a l’instant pour lequel y = yO.

Renvoie
y : tableau, de dimension (len(t), len(y0))
tableau contenant les différentes valeurs de y pour tous les t
demandés avec les conditions initiales y0 sur la premiere ligne.

Gaston souhaite immortaliser ’ensemble de son ceuvre. A cet effet,
il se propose d’envoyer en orbite autour du soleil une figurine de lui- m.%ﬁ@
méme en train de prononcer de profondes réflexions (certains envoient
bien des voitures électriques en orbite!).

Pour préparer son projet et suivre la trajectoire, il se propose de
résoudre numériquement les équations de la mécanique.

On suppose que la figurine est soumise a la seule attraction du So-
leil. On posera G la constante de gravitation universelle et M/, la masse
du soleil. On se place en coordonnées polaires avec pour origine le
centre du Soleil et avec les axes z.y,z pointant vers 3 étoiles suffisam-
ment lointaines pour que le référentiel associé soit galiléen le temps de
I'étude.

Q32 1. Montrer que le moment cinétique en O de 1'objet M se conserve au cours du temps. Que
peut-on en déduire sur la trajectoire ?

Q33 2. FEcrire la seconde loi de Newton et la projeter dans la base polaire.

3. Mettre le systeme d’équations obtenues sous forme d’un systeme de 4 équations différen-
Q34 tielles d’ordre un. On présentera les équations sous la forme ' = f(y,t), c’est-a-dire «une
fonction dérivée une fois» a gauche du signe égal, en fonction des fonctions non dérivée a
droite du signe égal. Le but est de présenter «correctement» le systéme pour pouvoir utiliser
odeint.
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Q35 4. Ecrire la ligne de commande pour importer odeint.

5. On propose dans les questions suivantes le squelette de code ci-dessous pour tracer les
trajectoires. Il n’est pas nécessaire de tout recopier tant que vous indiquer clairement ce que
vous complétez.

On prendra pour conditions initiales# = 0 ; § = 2x10~"rad/s ; r=1,5x10°m et 7 = 0.

??? #importation d’odeint

import numpy as np #numpy pour fonctions mathématiques et linspace
G = 6.67e-11 #N.m"2/kg”"2 ; constante de gravitation

Ms = 1.99e30 #kg ; masse du soleil

def func(Y,t):

renvoie Y ’ compte tenu du systeme
mmww
777

return ?7?7?
t = np.linspace (0, (365%24x3600),2000) # temps

res = odeint (func, [???], t) #CI a compléter

theta, r = res[:,?], res[:,?] #extractions des parties intéressantes
x = ??7? #projection en coordonnées cartésiennes

y = 2?2?72 #projection en coordonnées cartésiennes

import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot (?2?27?,?7?) #trajectoire

plt.show()

(a) Compléter la fonction func pour définir correspondre au systeme d’équations différen-
Q36 tielles établi a la question 3.

Q37 (b) Compléter la ligne de commande odeint.
Q38 (c) Compléter la ligne pour extraire 6 et r.

Q39 (d) Compléter les lignes pour obtenir z et y.
Q40 (e) Compléter la ligne pour tracer la trajectoire.
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IV. FILTRE DE HARTLEY

i L On étudie le filtre de Hartley représenté ci-contre utilisé
— ] QU en sortie ouverte avec L = 1,0mH, ¢ = 0,10uF et R =
10 k€2. Sa fonction de transfert en sortie ouverte s’écrit

_ I
1+ 2j£w+ 2LC(jw)?

H(jw) =

I |1

Données numériques : /2 = 1,4142, % = 0,7071,log 2 = 0,3010, 10725 = 3 - 1073
Q41 1. Prévoir a I'aide de schémas équivalents la nature probable du filtre. Justifier précisément.

2. On donne la fonction de transfert sous forme canonique :
. J
H(jz) = Hy—29
Q42 en notant z = w/wy. Exprimer la pulsation propre wy, le facteur de qualité @) et le gain H, en

fonction de R, L et C et calculer leurs valeurs numériques.

3. Le diagramme de Bode en gain du filtre est donné figure 1.

0
_él___.___-________
—20
o /
E—40
"I Sviakalal P ——— = - —=>
60 // ~~ q
1071 10° 10!

T
FIGURE 1 - Diagramme de Bode en gain du filtre de Hartley.

Q43 (a) Mesurer la pente des asymptotes sur le diagramme en expliquant votre mesure.
Q44 (b) Déterminer la pente a I'aide de 1’étude de la fonction de transfert. Est-ce cohérent avec
la question précédente ?
Q45 (c) Tracer le diagramme de Bode asymptotique pour la phase en déterminant sa valeur en
x =1 etdans les limites v < letz > 1.
(d) Déterminer les valeurs de Gy et G définis sur le diagramme de Bode a partir de la
Q46 fonction de transfert en fonction de Hy, Q, wp.
Faire 1'application numérique et vérifier la cohérence avec les valeurs lues sur le dia-
gramme.
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4. Ce quadripole peut-il servir d’intégrateur? de dérivateur? Si oui, pour quelle bande de
Q47 fréquence? Justifier. Quel inconvénient présente néanmoins ce montage pour réaliser ces
fonctions?

5. On étudie le signal de sortie s;(t) lorsque 1’on applique en entrée du filtre le signal
e1(t) = Eo + Eypm, cos(wit) avec w1 = W

Q48 Déterminer 'expression du signal de sortie s;(?).

6. On applique maintenant un signal créneau e, (t) de pulsation w, = wy/3 et d’amplitude
Esy, = 1V, voir figure 2. Ce signal est décomposable en série de Fourier par

4 1 1 1
es(t) = ;EQm sin(wqt) — 3 sin(3wqt) + R sin(5wot) — 7 sin(7wot) + . ..

A €2(t)

~+Y

FIGURE 2 — Chronogramme du signal d’entrée e,.
Q49 (a) Tracer l’allure du spectre d’amplitude de e,(t). Préciser les valeurs numériques des pul-
sations des trois premiers pics d’amplitudes non nulles.

Q50 (b) En utilisant le diagramme de Bode en gain, figure 1, calculer les valeurs numériques des
amplitudes de ces pics dans le signal de sortie ss.

Q51 (c) En déduire I'expression approchée du signal de sortie s(?).
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[. CAPTEUR PIEZOELECTRIQUE

A. Mesure de l'intensité d'une force s’exercant sur une lame piézoélectrique

Q1 1. On observe que i, = 0 donc V., = V.. De méme, on peut appliquer un pont diviseur de
tension avec les deux résistors Rz et Ry

Rs

Ups = Vi—e
3 .R24—f&( 2
Au final, on a aussi V_ = 0 + ¢; + Ugs. On obtient alors en combinant ces résultats sachant
que V, = V_
Rs Roey + R3V
Vo=er+ Vi—ey) = | A
“ R2 —+ R3( 61) RQ + RB

On peut retrouver le méme résultat en appliquant le théoreme de Millman ou une loi des
nceuds en terme de potentiel a I’entrée inverseuse puis a l'entrée non inverseuse. LNTP :

-V. V-V =+
a + 0=V =1 M
Rs Ry T n

Q2 2. Application numérique : |V, = 0,95V
Q3 3. Application numérique : | F' = 0,76 N

B. Mesure de la fréquence d"une force excitatrice sinusoidale s’exercant sur une
lame

1. Onnomme Z; = R, +1/jCw ! impédance du bloc de gauche et 1/Z; = 1/R, + jCw I"admi-
Ve—=V_ Vo—-V_
-+ =

Q4 tance du bloc de droite. En appliquantla LNTP a I’entrée —, on obtient : 7 7
0, d’ot1, sachantque V_ =V, =0:
7 2
On obtient apres calculs :
Vs Ry 1

— X
TRIRyC I
Ve Ri+Ry 1+ Riﬁbw T C(Ri+R2)w

On en déduit par identification que

R RitRy 1
T Ri+Ry ' RRC T (Ri+Ry)C

On obtient le méme résultat en appliquant la loi des noeuds en terme de potentiels.

2. Avec les schémas équivalents, on voit que a la fois en basse et haute fréquence G — 0. On
Q5 peut donc supposer que c’est un filtre passe-bande. Puisque 1'on a calculé la fonction de
transfert avant, on peut aussi faire les limites

3. Le gain (module de la fonction de transfert) passe par un maximum lorsque son dénomina-
Q6 teur est minimal (car le numérateur est constant!) soit lorsque -2 =0=w=/wws.
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4.

On peut utiliser un oscilloscope double voies en mode XY. Les deux signaux sont en oppo-
sition de phase lorsque I'on obtient une droite de pente —1.

. On a une sortie en oposition de phase avecl’entrée si H est un réel négatif, soit si ;> — <2 =

w .
La condition est la méme que pour le maximum et on n’a donc pas a refaire les calculs, c’est

en w = /wWis.

L’application numérique donne w =~ 1264 rad/s lorsque les signaux sont en opposition de
phase donc f ~ 200 Hz.

II. REBOND D’UNE GOUTTE D’EAU

1 Forme des gouttes

A. Role de la tension superficielle

1.

. En replagant dans I'énergie potentielle, on trouve | E,, = 2r Aa? + 24-

Le volume de la goutte est . (On en déduit pour la suite e = -%; car la variable

a2
souhaitée est V' et non ¢)

La surface de la goutte en contact avec l'air est‘ S = 2mwa* + 2mae

. On cherche la valeur ay de a pour laquelle la dérivée de I’énergie potentielle par rapport a

a s’annule, on obtient :

dE,, 24V
2 pu— 4 A _— p— == —
o Tag 2 0 < a o (8)

1/3
D’oti le résultat demandé |ay = ( 14 ) /

prs

. On reprend l'équation 8, avec V' = made, et d’apres la question précédente V = 27a3 et

may 2a | La goutte prend la forme d"un cylindre aussi haut

TI'G,O

on obtient en égalisant | ey =

que large, c’est la forme cylindrique qui se rapproche le plus de la sphére qui est la forme
géométrique qui possede la surface la plus petite pour un volume donné.

. On calcule E, ;(ap), et on obtient

2AV

Qo

Enin = E,1(a0) = 27TAO,3 + 9)

En utilisant (8), on a 22‘—0‘/ = 4ma2A et donc| Epin = 67 Aa?

2AV
a

> Lorsquea — 0,ona| E,;(a) ~

> Lorsque a — 00 :| E,;(a) = 2w Aa®

On obtient alors I'allure suivante pour E, ;(a) :

Lycée Poincaré — Nancy Page 2/9 Correction



Q15

Q16

Q17

Q18

Q19
Q20

Devoir de Physique n°6 PCSI 2022 - 2023

FIGURE 1 — Allure de E,¢(a).

7. On calcule la dérivée seconde de E, ; par rapporta a. On a

d2E,, 4V A d2E,,
dag =47 A+ ? donc dag (CL(]) =127A (10)
Autour de ag, on peut donc approximer 1’énergie potentielle de tension superficielle par :

B,y ~ Epi(ag) + 5 12mA(a — ao)? | Et on obtient bien la méme forme que 1'énergie poten-

k

tielle d"un ressort de longueur a vide ay et de constante de raideur k = 127 A. (A la constante
additive E, ;(ag) pres)

B. Influence de la pensanteur

1. L’énergie potentielle de pesanteur est | £, , = mgz | ou z est l'altitude du centre de gravité

de la goutte.
2. La masse de la goutte est m = p.V. En notant que V' = wajey et que ey = 2ay, on obtient

m = 2mwp.ad

3. Onaz = ¢ ete = -5, On a déja montré (question précédente) que V = 27aj. Et en utilisant
I'expression (17) trouvée pour la masse a la question précédente, on trouve finalement que

_ e _ 3 V. _ 2mpegad
Epyg =mgy = 27rpea092m2 - a2

4. Onnote £, = E,; + E, , et on cherche a, tel que %(al) =0=4rAa; — 22‘—%‘/ — %

5. On remplace a; par ag(1 + ¢) et en faisant les développements limités a I’ordre 1 suivants

1 1 —9 ) ) 1 -3
- = = 1 = 1-2 t == 1-3 11
a% (ao(l +€))2 Qg ( +€) Qg ( 6) € aglg Qg ( 6) ( )
On obtient I’équation
24V 47 pogal
0 = 4rAag(l + &) — (1 — 2) — =PI (1 _ 3¢ (12)
ap ap
2AV 4AV 12mp.gal 47 pe.gald
0=drAag — —— + (47?/1(10 + — )z—: + il 39%6 _ P 39% (13)
g @ ap g
——
=0 =8mAag
4mpegay = 12mag(A + pegad)e (14)
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c— pegad 1

Et finalement|c = (Atpegad)

(i)
pegag

6. On trouve ¢ > 0 ce qui est cohérent avec le fait que la goutte s’écrase sous l'effet de la
pesanteur, ce qui fait légerement augmenter son rayon.

7. Avec les valeurs numériques données en début d’énoncé, on trouve | = 0,04

Ce résultat est plutdt cohérent avec ’approximation € < 1 mais on se trouve a la limite. En
fonction de la précision souhaitée sur les résultats, il est possible que cette approximation

ne soit pas suffisante.

2 Modeéle mécanique du rebond de la goutte

1. La conservation de 1’énergie mécanique de la goutte lors de la chute de la goutte (les frot-
tements avec l'air sont négligés et on 'étudie dans le référentiel du laboratoire que 1'on
suppose galiléen; de plus, lors de la chute la goutte ne se déforme pas, donc le travail des

forces intérieures est nul) impose que

E(0) = Enn(ty) & mgh = 3mv3 < vo = \/2gh

2. On applique le principe fondamental de la dynamique a la masse située en haut de la goutte
dont la cote sur l’axe z est e(t) et la vitesse est U = é¢, . Les forces appliquées sont :
> Son poids P = 0 (hypothése);
> La force de frottement F' = — j; ee,;
> La force de rappel du ressort 7' = —k(e(t) — eg)é.
Le PFD projeté sur ’axe z donne alors
mé = —fé—k(e(t) —ep) (15)
s
Que I'on peut mettre sous la forme | + ;%5 +E5=0
On a donc wy = \/getQ = @
3. La solution générale de cette équation (voir cours) est
5(t) 0L (B cos(wt) + Csin(wt))  avec oL (16)
=exp | ——— cos(w sin(w vec w=uwy|l——
p 20 0 102
Comme Q% > 1,0n aw = wy et on obtient le résultat demandé| §(¢) = exp (_%) (B cos(wot) + C'sin(
On trouve B et C' en utilisant les conditions initiales §(0) = 0 et 6(0) = —uvy, on trouve B = 0
et ' = —2 eton a finalement | J(¢) = — 22 exp (—“2’—2;) sin(wot)
4. Comme () est grand, les oscillations sont faiblement amorties, les maxima de §(¢) sont ceux

dusinusetonal, ~ T, + ni—g On a alors

Vo
= —eXx
Wo

0(Tn)

On cherche donc n tel que

exp (—n—W) —01len= —% In(0.1) =

Q

Pour ) = 5, on trouve n =~ 4.

Lycée Poincaré — Nancy
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27rn) v (wOTO)e (mr) 17)
) D exp [ = <p [ ———
20) “w P\T20 )P0
6(To)
@ ~
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5. Comme le patin est fixe sur la plaque dans le référentiel d’étude supposé galiléen, la somme

des forces qui s’appliquent dessus est nulle et on a
R—F—-T=0 (19)

otl F et T sont les forces exercées sur la masse située en haut de la goutte (question 2). On a
alors | Ré, = —fé€, — kéé, = R= —f6 — ké

. On utilise I'expression trouvée a la question précédente de R et I'expression de §(t) trouvée

a la question 3 pour exprimer Ron a:

t
i(t) = —Z—Z exp <_;—OQ> sin(wot) (20)
et
: t t
d(t) = —vp exp <_;—OQ> cos(wot) + 22}—602 exp <—§—OQ> sin(wyt) (21)
négligé car 2@ fois plus
petit que l'autre terme
En notant d’autre part que k = mwg et f = m%, on trouve l'expression demandée :

R = muwgug exp (—“2’—8) (sin(wot) +5 cos(wot))

. Le patin décolle lorsque R s’annule pour la premiere fois, c’est-a-dire, lorsque

1 1
sin(weT) + — cos(wpT) = 0 & tan(weT) = —— (22)

Q Q

Comme on recherche 7 > 0, on doit avoir |wyT = 7 — arctan (é) sr=21 (7? — arctan (é))

wo

L’application numérique donne 7 = 4,6 ms, ce qui est plutdt en accord avec 1’observation
02.

. Lorsqu’on néglige le terme en é dans I'expression de 7, on trouve

m m 2T peay 12 TP
Y i %0 — €32 23
T TV 7T<127TA> Vea® ()

On obtient bien |log(7) = constante + 2 log(ao)

. On voit que les points expérimentaux sont bien alignés suivant une droite dont on peut

calculer le coefficient directeur. On trouve un coefficient directeur de

log(1.5 x 1072) — log(1.5 x 1073
_log(15 X 10) ~Iog(15 < 10) _ o
log(2 x 1073) —log(5 x 1074)

Ce résultat ne semble pas trop différent de la prédiction théorique, mais il faudrait voir avec
les barres d’erreurs sur les points de mesure car il n’est pas exclu que la différence entre les
deux valeurs soit significative.

III. CORPS EN MOUVEMENT AUTOUR DU SOLEIL
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1. cf cours : application du TMC en précisant les hypotheses, le systeme, le référentiel, le bilan
Q32 des forces. Donc le moment cinétique se conserve. OM étant perpendiculaire par définition
a Lo qui est fixe, le point O étant fixe, M appartient au plan orthogonal a Lo et contenant
O. 1l est important de savoir et comprendre que la conservation du moment cinétique a 2
conséquences importantes : planéité du mouvement et loi des aires. Le mouvement n’est
pas nécessairement circulaire! Ce n’est pas non plus nécessairement une conique. Le coté

"conique" vient de la force en 1/r? et pas seulement de "force centrale".

Q33 2. toujours en précisant hypothese/systeme/ref ma = —GY5™¢, ; la projection selon €, donne
7 —rf? = —g%; celle selon ¢y donne 270 + r6 = 0.
3. La technique est toujours la méme : introduire les dérivée comme nouvelles variables. On
Q34 introduit r, = 7 et w = 6. (I'ordre des équations est indiférent)
0 = w
w = —2r,w/r vientde la 2e projection
=1
7, = rw?—GMg/r* vientde la le projection

Q35 4. Ecrire la ligne de commande pour importer odeint.

5. from scipy.integrate import odeint #importation d’odeint
#l...]
def func(Y,t):
mmn renvoie Y ' compte tenu du systéme
ici, on choisi que Y représente dans 1’ordre
theta, w, r, rp ; il faut donc renvoyer dans le méme ordre
theta’, w', r’, rp’
wwwn
theta, w, r, rp = Y #extraction des grandeurs de 1’argument
thetap = w #lere équadiff
wp = —2+«rp*w/r #pfd selon etheta
#rp = rp inutile de 1’écrire
rpp = —G*Ms/r**2+ r * Wxx2
return [thetap,wp,rp, rpp] #cohérence de 1’ordre
#[...]
res = odeint (func, [0,2e-7,150e9,0],t) # cohérence de 1l'’ordre
theta, r = res[:,0], res[:, 2]
x=r*np.cos (theta)
y=r*np.sin(theta)
plt.plot (x,Vv)

Prennez des noms de variables explicites pour la fonction func, ¢a évite de se
«mélanger les pinceaux»

Q36 (a) Compléter la fonction func

Q37 (b) Compléter la ligne de commande odeint.
Q38 (c) Compléter la ligne pour extraire 6 et r.

Q39 (d) Compléter les lignes pour obtenir z et y.
Q40 (e) Compléter la ligne pour tracer la trajectoire.
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IV. FILTRE DE HARTLEY

1. Ci-dessous les schémas équivalents

R R _/
e s e u s
Basses fréquences Hautes fréquences

> Basses fréquences : s étant la tension aux bornes d’un fil, [s = 0].
> Hautes fréquences : s étant la tension aux bornes d'un interrupteur ouvert, on ne peut
a priori rien dire. Toutefois, u est la tension aux bornes d"un fil donc u = 0, de plus s se

déduit de u via un pont diviseur de tension d’oti[s = 0].
Q41 La nature probable est donc | passe-bande

2. L’énoncé donne

- [ 1 - L |z
Us JRw 3 X 2JRw : Jo
U, 1+ 252w +2LC(jw)? 1 —2LC(w)? + 2j£w Hja) 01— 22 +75

H(jw) =

On commence par identifier le dénominateur et en particulier les termes les plus simples.

1
Par identification du terme en w? : 2LCw = < = wy = =7-10*rad/s
wo 0T BLO

C
Ensuite, le terme en jz/Q du dénominateur donne 2j zw = jo2-,s0it Q = 575- = | R 3~ 7-10"|

Q42

Le numérateur nous donne alors | Hy = % .

Q43 3. (a) On peut voir sur le diagramme que 1’asymptote aux BF monte de 20 dB lorsque l'on
passe de = 107! & 10, soit une pente de +20dB/dec; de méme en HF, on descend de

20 dB par décade.
(b)
: k) 12
H(jz) = Hoﬁ = Gap = 20log Hy —201og Q +20log(x) — 20 log \/(1 —22)? + 0

Q

> Basses fréquences : © < 1 d’oul on peut négliger z? par rapport a un dans les
sommes : Ggp ~ 20 log Hy—20 log Q4201og(x)—201log(y/1) = |20log Hy — 201og Q + 20 log(z) |,
on a donc bien une pente de +20dB/dec : quand x est multiplié par 10, on monte de

Q44 20dB.
> Hautes fréquences : r >> 1 d’ol on peut négliger 1 par rapport a 2% et 2% par rapport

azt. G ~ 201og Hy—201log Q+20log(z)—20log vz* =|201log Hy — 201log Q + 20log(x/z?) | =
‘ 20log Hy — 20log Q — 20log x |, on a donc bien une pente de -20dB/dec : quand = est
multiplié par 10, on descend de 20 dB.
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(c) H(jx) = Ho1 o 7z soit en BF H(jx) ~ jHog eten HE H(jz) ~ ‘% = _j%

3

On en déduit la phase

en basse fréquence I

vpr(r) =35 =l

et en haute fréquence i 0

err(r) =—7% _x

(car Hy > 0). 4

Deplusenz =1, H = -3

Hy, d’ot1 (1) = 0.
1071 10°

T

(d) G, sur le schéma correspond a la valeur au gain en x = 1, soit G; = 20log Hy. Soit

numériquement G; = —6dB.

10!

(5 correspond al'intersection entre les deux assymptotes en x = 1 soit Gy = 20 log(H,/Q)

soit numériquement G, = —20log 140 = —43dB.

4. A basse fréquence, H(jz) ~ jHoG : on a une multiplication par jw, le comportement du

montage est celui d"un|dérivateur pour w < wy |.

A haute fréquence H(jz) ~ 0/ © . on a une division par jw, le comportement du montage

est celui d’un |intégrateur pour w > wo |

Toutefois, le filtre atténue fortement le signal compte tenu de son facteur de qualité élevé.

. Le signal d’entrée présente deux composantes spectrales : une a une fréquence nulle d’am-

plitude Ej et une a une fréquence w, d’amplitude Ej,,.

Compte tenu de la fonctin de transfert du filtre, la composante de fréquence nulle est multi-
pliée par 0 (lim,_,o G(x) = 0) et celle de fréquence w, est multipliée par H, (pas de déphasage

puisque la fonction de transfert est réelle a wp). On en déduit| s, (¢) = 0 x Ey + HyE\yy, cos(wot

+0)

On rappelle que si ¢, et ¢, sont les amplitudes et les phases du signal d’entrées correspon-
dant aux fréquences f,, alors

—+00

Z |H(fn)|cn cos (27Tfnt+g0n+arg( (fn)))

n=1

6. (a) L'allure du spectre est représentée ci-dessous. Les pics décroissent en 1/ f.

ampl.

S~
~—
-
——

! | ! !
2,3 7 11 w (x10* rad/s)

(b) En utilisant le diagramme de Bode en gain, figure 1, calculer les valeurs numériques

des amplitudes de ces pics dans le signal de sortie s;.
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(©)

> Le terme de pulsation w, correspond a zo = 1/3 . D’apres le diagramme de bode son
amplitude est atténuée par le filtre d’environ 50 dB. Cela équivaut a une amplitude
multipliée par 107°0/20 = 3. 1073;

> le terme de pulsation 3ws = wj voit comme précédemment son amplitude multipliée
par1/2;

> Le terme de pulsation 5w, correspond a z; = 5/3 ~ 1,7 . D’apres le diagramme de
bode son amplitude est atténuée par le filtre d’environ 50 dB. Cela équivaut a une
amplitude multipliée par 107°/20 = 3. 1073;

Les amplitudes sont donc :

> Pour le terme de pulsation wy : %Eg’m X3-107% =403 x 1073V

> Pour le terme de pulsation 3wy : 2Ey,, X & X £ =2,12x 107!V

> Pour le terme de pulsation 5wy : - Fs ,,, X % x3-107% =8,05 x 107*V

Le terme de pulsation 3w; domine donc nettement les autres. L'expression approchée du

signal de sortie s,(t) est donc —z= F» ,, sin(3wst) (il n'y a pas de déphasage a wy comme

nous l'avons vu avant).
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