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TRAVAUX DIRIGES DE FE(C)

Exercice 1 : Circuit RLC parallele
Soit le circuit représenté ci-contre.

1. Montrer que u(t) vérifie 'équation :

ic IR (79
dQU(t) WQ dU( ) 2 +
- 7\ - q
e T a4 Twou) =0 c==|u R L

On donnera I'expression de wy et @) en fonction de R, L et C.

2. Déterminer R, I'expression résistance pour laquelle on ob-
serve un régime critique.

Exprimer () en fonction de R et R.. Que peut-on dire de () si R > R. comparer avec le cas
du circuit RLC série.

3. En supposant que C est initialement chargé sous une tension U et que tous les courants sont nuls,
calculer I'expression approchée de u(t) si () > 1 (régime harmonique).

Soit le circuit représenté ci-contre.

1. Une loi des mailles en A permet d’écrire i + ig + i, = 0 avec 4
ic = C.dugt(t) C. dztt), igp = “R'Tf'f) = dqzl—(tt) etuy, = L.difl—t(t) = wcar ‘o iR iL
les trois dipoles sont montés en parallele. +q
Pour éviter de faire apparaitre i;, sous la forme + [ u(t)dt, on va ¢ T ! i L
dériver la premiere équation par rapport au temps :
dic(t) | dinlt) 4 dirl) _ o ¢ Cult) | L dult) | oull) _ ) g0t

dtgt) + Rlc dz(tt) + L(—é) = 0. On obtient ainsi une équation différentielle du second ordre

(circuit d’ordre deux), sans second membre (régime libre) a ccefficients constants et tous de
meéme signe.

On met ensuite cette équation sous la forme canonique d dfét) +%4- dfl—ff) +wd.u(t) = 0 avec wy = \/%_c
(comme pour le circuit RLC série) et () = RC’wO = R. \/7 c’est a dire I'expression inverse de celle
obtenue pour une RLC série (Qserie = % = RCWO R\/7 ).
s . . o o L
2. Le régime permanent est atteint quand @ = 5 = R. \/7 = R=R.= ;7.

On a ainsi \/j =2R.dou @ = R. \/Z = 2RL
Si R > R., Q — oo etle circuit est en régime harmonique. Dans le cas d"un circuit RLC' série, il
faut faire tendre R vers 0 pour obtenir un régime harmonique (circuit LC série, Qssrie — 00) alors
qu’ici, il faut R > R, (si R tend vers l'infini, on a ) — oo et un circuit LC série).

3. Dans le cas oit R > R. = @ > 3, on peut considérer que le circuit est en régime harmonique,

l’équation différentielle devient dté’” +0x d28 4 (2u(t) =0 = di;;gﬂ = —wiu(t).
La solution est du type u(t) = A coswyt + B sin wyt. Comme l"équation est du second ordre, il faut

deux conditions initiales pour déterminer les constantes A et B.

On a déja, par continuité de la tension aux bornes du condensateur «(0~) = Uy = u0") = A.

On cherche ensuite [dz;f)}m. On utilise pour cela ic(t) = C. dz;f) et en particulier a t = 07,
[ut)] _ iel0")
dt  |o+ c -
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On représente alors le circuit a t = 07 avec 4
e par continuité de u(t) = uc(t), uc(07) = uc(07) = Uy et ic iR ir
e par continuité iy, (t), i, (0%) =i, (07) = 0. +q
. o g o Uo C Uy R L
Sur la figure, on lit ic(07) = —iz(07) = —=2. —‘7
On en déduit {dqjlgf)]m = % = — 22 etcomme u(t) = Uy cos wol+
B sin wyt, dzgt) = —wolUy sinwyt + woB coswpt etat = 0, [dﬁt)}m = at=0"*
woB = —% = B = ——w(f]}gc = —% ~ (.

Finalement, on obtient u(t) = U cos wot.

Exercice 2 : Circuit LC parallele

Dans le circuit représenté ci-dessous, a l'instant ¢ = 0, on ouvre
I'interrupteur K, le condensateur C étant déchargé. n
Déterminer les intensités i(¢) et ¢'(¢) ainsi que la réponse du cir-
cuit u(t).

Représentons le circuita ¢t = 0, at = 0" puis a un instant ¢ > 0 quelc

Il

* Pour t < 0, le condensateur est déchargé (par hypothese) d’ot1 u = 0 constant. On a donc
i = 0 (le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert).

nl o n) Oi 0 " 0} ni 0 n i(t)i n—i(t)
@K C L3 o @Kw CT L3 o @ c L3 |uw
Cat=0"

at=0" at>a0

i’ est constante et comme l'interrupteur K fermé court circuite la bobine on peut estimer que
i' = 0 également.

e La continuité de ¢ (I'intensité qui traverse L) et de u (la tension aux bornes de C) permet
de déterminer i a t = 0% (important pour la détermination des constantes d’intégration).
Circuit ci-dessus au centre.

* Pourt > 0, K reste ouvert, on ne représente plus cette branche du circuit.
A tout instant, i'(t) = n — i(t) ce qui permet de diminuer le nombre d’inconnues.

On établit alors I'équation différentielle (en i(¢) ou u(t)) qui décrit I’évolution du circuit.
Les relations constitutives s’écrivent i(t) = C.%—&” etu(t) = L.% = L.w = _L-d%?'
En les combinant de facon a faire disparaitre u(¢), on obtient immédiatement

i) = o dut) _ o d [_ Ldi(t)] _ o i) L WRi(t) = 0 avee wp = \/g

dt dt dt dt2 dt2 0

On obtient ainsi une équation différentielle du second degré, sans second membre, a coefficients
constants, tous de méme signe. La solution de cette équation est de la forme

i(t) = A.coswot + B.sinwyt

ou A et B sont des constantes a déterminer a 1’aide des conditions initiales :
En se reportant a la figure ci dessus, ona i(0") =n = Acos0+ Bsin0 = A = .
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De méme, u(0*) =0 = L. [dfi—gt)}m = —wpAsin0 + wyB cos0 = B = 0 et finalement,

di'(t)
dt

i(t) = neoswot = i'(t) = n(1 — coswot) = u = L. = woLn sin wot

Exercice 3 : Circuit RC' du deuxiéme ordre
Dans le circuit représenté ci-dessous, a l'instant ¢ = 0, on ferme l'interrupteur K et le condensateur
&3 de droite est chargé sous une tension U tandis que celui de gauche est non chargé.

1. Trouver I’équation différentielle de ce réseau re- 1 K
. N . /
lative a la tension v aux bornes du condensateur R

de gauche. R E O == |u R C T '

2. Démontrer que cette équation différentielle a pour

solution une fonction de la forme u(t) = Ae T4
_t
B.e = ouA, B, > 0etr, > 0sontdes constantes.

3. Combien de conditions initiales est-il nécessaire d’écrire pour résoudre cet exercice? Les
déterminer.

4. Représenter l'allure de u(t).

1. Avant tout calcul, on peut commencer par simplifier le circuit en associant les deux résistors
R en paralléle (pour ¢t > 0, K est fermé).

ir/2 N i’

}Rﬁ - A
I ]

Une loi des mailles donne v — R'i' — «' = 0 avec ¢ = C.% d’otr I'équation (1) u(t) =

By

ot

B —

AN\

RC % + ' dans laquelle on doit éliminer u/(t).
En appliquant la loi des nceuds en N, on peut écrire :

u(t) + Cdu(t) + ult) — () 0=d(t) = R’Cdu(t) + [2RI + 1u(t)

. . »/ — 0 .
R O T R T R i 'R

(équation 2) et par dérivation temporelle,

d*u(t) 2R du(t)

du/(t
u():R’C + 1] o

at e g

Remarque : comme on travaille sur un circuit du second ordre, il ne faut pas hésiter a
dériver les relations constitutives (ler ordre) si nécessaire.

En remplagant u/(t) et sa dérivées a 1’aide de 1’équation (2) dans 1’équation (1), on a donc

d*u(t) 2R du(t)
1
e Tl
d*u(t)  2(R+ R')du(t) 2
+ + u
dt? RR'C  dt RR'C?
équation différentielle linéaire, sans second membre (pas de générateur), a coefficients constants,
tous de méme signe.

du(t) N [2R’
dt R

u(t) = RC[R'C |+ RC + 1u(t)

(t)=0
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2. Pour déterminer le type de solution de cette équation différentielle (régime), soit on I'écrit
sous forme canonique et on compare le facteur de qualité & 3, soit on détermine le signe du
discriminant de I’équation caractéristique

2 ! 2
2 AR+R)

RRC T RRC2 T

L’énoncé suggere ici la deuxieme méthode.
4(R?+R"?)

~rgecz > 0 ce qui confirme bien que la solution de I'équation est du

On calcule alors A =

type

t

u(t) = A.e®' + B.e®' = Ae T + Be

ou 71 et 7, sont des constantes positives.

3. On a affaire a un circuit du second ordre d’oti une équation N
différentielle du second ordre qui nécessite la donnée de deux R
conditions initiales : u(0%) et [%} o B C C U
L’énoncé indique que le condensateur C est initialement dé- T
chargé d’otu(0~) = 0 et par continuité de uc(t), onauc(0") = R
0.

Pour déterminer [fl—ﬂ . i/(gﬂ , on représente le circuit a t = 0" en tenant compte de la continuité
de u(t) et u/(t) (Cf ci-dessus).
Une loi des mailles permet d’écrire
Us du U;
w(0F) = R(07) —u/(07) =0=>0—RV(0") - Uj=0=i(0") = = = | =| =2
(0%) = R(0) - u/(0") 0) - ) =%= % =me

A partir de ces deux expressions et connaissant la forme de u(t), on pourrait déterminer son
expression littérale (Cf. cours).
4. Allure de u(t) : on \sait que u(O) = .0, l.e\ régim,e, per- )
manent correspond a la solution particuliere de I'équa-
tion différentielle, c’est a dire a u(co) = 0 ce qui donne
I'asymptote. La tangente a I'origine [%}m est positive
et on est dans le cas d'un régime apériodique. On en
déduit I’allure représentée ci-dessus.
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Exercice 4 : Réponse d'un circuit RLC' a un échelon de courant.

Soit le circuit représenté ci-contre pour lequel, I, = 50 mA, L = 0,5 H, u
r=100QetC =10 uF e [
L ! R

¢ Pourt < 0, K est fermé depuis longtemps.

e K estouvertat=0. ._..—“—4.

Etablir I’équation différentielle vérifiée par u(t). L C
En déduire le facteur de qualité du circuit. ‘ @ Iy '
Déterminer u(t) et tracer son allure.

Représenter 'allure de i(?). K

AN N

Commenter le cas idéal ot R — 0.

Pour t < 0, K fermé court circuite tout le reste du circuit : aucun courant ne traverse la bobine
réelle (L,r) ni le condensateur et la tension aux bornes de ces derniers, en parallele avec K est
nulle: u(t <0)=0,i(t <0)=0,4(t <0)=0.

1. Equation différentielle en u(t) pour ¢ > 0 c’est a dire quand K est ouvert (circuit ci-dessous

a gauche)
u u(0T) =0
A
L'Iy—ipR Loty R
— —
i C i(01)

3
!

On commence par réduire le nombre d’inconnues en écrivant i'(t) = Iy — i(t).

On a ensuite i(t) = C. dzgt) etu(t) = Ldi;lff) + i (t) = —L.dil(tt) + (Lo —i(t))

d*u(t)
dt?

du(t)
dt

dPu(t du(t
) , o dult)

dt? dt
On obtient bien une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficient constants,
tous du méme signe, et avec second membre.

= u(t) = —LC +rlly—C |= LC +u=rl

2. Pour déterminer le facteur de qualité du circuit, on met I’équation précédente sous forme

canonique :
d*u(t) r du(t) 1 rly
. —ut) = —2
iz Trar e Ie
dPu(t)  wo du(t) rly
=0 f) = -2
= gz o ar Tel) =1
avecw) = 1=~ 447rad.s™ et Q = L0 = %\/Z ~ 2,23 d’ot1 un régime pseudo périodique.

3. La solution de cette équation différentielle est du type sol = soly + solp avec solp = rly =5
V la solution particuliere et comme ) > 3 (le circuit évolue en régime pseudo périodique),

soly = (A. coswt + B.sinwt).e”7 avec w = woy/1 — ﬁ ~ 436 rad.s ' et = % ~ 102 set
sous forme littérale, .
u(t) =rly+ (A.coswt + B.sinwt).e” ~

5
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On détermine les constantes d’intégration A et B en utilisant les conditions initiales. Pour
cela, on représente le circuit a t = 07 en tenant compte de la continuité de u la tension aux
bornes de C' et de I, — i l'intensité du courant qui traverse L (figure ci-dessus a droite).

e deuc(t) =u(t) w(07)=0=u(0")=rlfy+ A= A= —rlj=-5V,;
e dein(t)=1d(t):4(07)=0=14(0")
aveci(0+) = C[dzgt)]m =1 —i(0)=1I = {dzgt)]m = 13 et comme Bl — (4 [~ Aw sinwt +

Buwcoswt].e”7 — 1[A. coswt + B. sinwt].e”7,at =0ona [d”—(t)}m =Bw-24=%4=B=

dt
L% — 2] ~ 10,3 V. Finalement,

wo

u(t) = 5 + exp(—100¢)(—5 cos 436t + 10,3 sin 436t)

On trace la courbe u(t) en précisant la valeur initiale et I’asymptote.

i(t)

Io-
\ l/\l e | | | | | t

\/\_/N'V L T T T

| | | | | | | | |

T T T T T T T T T -

4. Commei(t) = C. dz(tt) , cette fonction est proportionnelle a la pente de la courbe u(t).

5.Sir — 0, Q) — oo et on tend vers un régime harmonique, pas de perte par effet Joule, u(t)
de la forme A coswyt + B sin wyt.

Exercice 5 : Réponse d'un circuit RLC' a un échelon de tension.
Soit le circuit représenté ci-dessous avec L = 0,5 H, R = 1kQ et C' =4 uF.
At =0, onferme K et le condensateur est déchargé.

1. Déterminer la valeur littérale de uc, la ten- C L
sion aux bornes du condensateur a t = 07 _ I:IR
puis au bout d"un temps infini. K +q i
Méme question en ce qui concerne u;, la ten- E1<> R
sion aux bornes de la bobine.

2. Déterminer I"équation différentielle vérifiée par
¢, la charge du condensateur.

3. Dans quel régime le circuit évolue-t-il ?
4. Préciser les conditions initiales qui permettent de résoudre 1'équation différentielle.

5. Tracer l'allure des graphes ¢(t) et i(t).

On ferme K at = 0.

1. Pour déterminer la valeur de uc et uy, at = 0" et au bout d’un temps infini, on représente
le circuit a t = 07 (figure ci-dessous au centre) sachant que par continuité de uc(t) et ir(t),
on a uc(07) = uc(07) = 0 (le condensateur est équivalent a un interrupteur fermé) et
ir(07) =i.(07) = 0 (la bobine est équivalente a un interrupteur ouvert).
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o i, L o L
R R
Lt:l——”—»- — Ty

+q' i 0 0

L0 %

at>0: K fermé

pour ¢t — oo

On lit alors uc(01) = 0. Par ailleurs, comme les deux résistors sont traversés par le méme
courant, on reconnait un pont diviseur de tension et uz(0") = Rf 7l =

De méme, en régime permanent, on remplace le condensateur par un mterrupteur ouvert
et la bobine par un interrupteur ouvert (figure ci-dessus a droite).

On lit alors directement u (o) = 0.

Comme aucun courant ne circule plus dans le circuit, la tension aux bornes des résistors
est nulle donc une loi des mailles donne F — 0 — ux(oc) — 0 = 0 soit ug(o0) = E.

2. Pour établir I’équation différentielle en ¢(¢), on commence par écrire une loi des mailles :
E — Ri(t) — uc(t) — R(i(t) —ir(t)) = 0 aveci(t) = 24D et u(t) = L2 d’ou (équation (1)),

dq(t) a(t)  pda(t)

E—
k dt C dt

+ Rip(t) =0

Il faut faire disparaitre la variable i,,(¢). On utilise pour cela le fait que la bobine est montée
en parallele avec le résistor R de droite d’ou (équation (2))

dir ()
dt

R(i(t) —ir(t)) = L.

Comme il est plus difficile d’extraire i1, (¢) de (2) que de (1), on va plutot isoler iy () a partir
de (1), en déduire d’L Birl) ot injecter dans (2).
Ainsi, (1) = i (t) = — £ 4 28400 4 al) _, dinl) _ oda(0) |\ 1 datt

pTe 6 g eten remplagant dans (2),
on en déduit :

dq(t) dq(t) q(t) d*q(t) L dq(t)
24t g Oy
R=g =~ ¢ a2 RO dt
d*q(t) 1 Rqdq(t) q(t) FE
== *lspe tar) et Tat0 ~ oL

3. Le type de régime dépend de la valeur du facteur de qualité ) du circuit. On met1’équation
précédente sous la forme canonique

d*q(t) | wodq(t) = o E
-2\ 20N ) = —
T ar Wit =5p
pour en déduire par identification, wo = \/TT =500rad.s™' e ty = spc a2k = 1125 rad.s™!

d’ott Q = 25 ~ 0,44 < 3. Le circuit évolue donc en régime aperiodique.

4. 1l s’agit d'un circuit du second ordre, on a donc obtenu une équation différentielle du se-
cond ordre et il faut deux conditions initiales pour déterminer les constantes d’intégration.

On a déja ¢(07) = ¢(07) = 0 par Continuité de la charge du condensateur.

On détermine ensuite {dq(t) } o+ i(07) = 55 €N se reportant au circuit équivalenta ¢t = 0t.

R

5. Connaissant le type de régime, la valeur initiale, la tangente a 1’origine [d‘il—gﬂm > Oetle

régime permanent (asymptote), on peut tracer 'allure de ¢(t).

, . . 7 . . N y d (t)
On en déduit ensuite 1’allure de i(t) qui correspond a la pente de la courbe ¢(t) car i = =~
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q(t)
) 5
L L L L L L L L L L L
T T T T T T T T T T T
¢
i(t)
E |
2R
L L L | L L L L Il
T T T T T T T T T T T
¢

Exercice 6 : Couplage capacitif de circuits LC
Deux circuits LC' sont branchés en paralléle sur un iy g

condensateur de capacité C'. Les deux capacités C; et Cs > <
2 A s C

sont égales : C'; = (5. A l'instant ¢ = 0 on ferme les deux Cl== —_

intérupteurs. Le condensateur de couplage (C) est initia- AN AN

lement déchargé. ) L

1) Etablir les équations différentielles auxquelles obéissent les intensités i (t) et is(t).
2)Onpose i, = i;+iseti_ = i;—iy. A partir de la question 1), déduire les équations différentielles

auxquelles obéissent i, et i_.

Co

3) Résoudre les équations : on pourra définir deux pulsations w et w’. (On ne cherchera pas encore

a déterminer les constantes d’intégration)

4) On s’intéresse au cas ol les condensateurs 1 et 2 sont initialement chargés avec une charge Q)
sous une tension uy = g—f Donner 'expression de i; et de i, ainsi que le lien entre les deux.
5) On s’intéresse au cas ou le condensateur 1 est initialement chargé avec une charge (), et le 2

avec une charge —(). Donner l'expression de i, et de i, ainsi que le lien entre les deux.

1) Loi des mailles a gauche : u¢c +uc, +ur = 0. Ona aussi uy, = Ldi1 et on dérive la loi des mailles

par rapport au temps : ¢ 4 ducl + L“ilti; 0. On se rappelle que < duC = &ic ce qui nous donne :
1 1 d?%iy 1 1 d*i;
C(u+w) Glu+ o LC(21+Z2)+L01“+ o

On a donc bien entendu de I'autre coté la méme équation en remplagant i; par 75 :

1 1 d2Z2
LC(Z1+22) LCZQ_'_W:O
2) Pour obtenir I'équation sur i, on somme les deux équations précédentes.
2 1 dz(il -+ ’lg) 2 1 d2Z+
- 7 0 = (—
Lo\t ¥ e i) s Tot et
On peut donc poser o' = /75 + 7

=0
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De méme si on soustrait les deux équations :

1 (i ,
0+ g (i — i)+ = =0 it i =0

Et on pose alors w = ———.

3) Les solutions sont alors de la forme i, = 2]y sin (W't + o) et i_ = 2[; sin (wt + ¢1). On trouve
iy = 2= = Jysin (W't + o) + 1 sin (wt + ¢1) et iy = 2= = Josin (W't + o) + I sin (Wt + ¢1).

4) (Par symétrie i_ = 0). Pour le démontrer, c’est un peu embétant : on a 4 relations de continuité.
On va essayer d’étre un peu malin.

On a continuité du courrant dans les deux bobines, donc i, et i_ sont continus aussi et valent
donc 0 a t=0. Les constantes ¢ sont donc nulles. Il reste le cas de [ et I;.

La tension aux bornes des condensateurs est continue, donc a t=0, avec la loi des mailles on a
up = —uc

ur, = LM = L(Iow' cosw't + wcoswt) et uy, = L2 = [(Iow cosw't — [1w coswt)

Donc a t=0, Ur, (t = 0) = LI()(,UI + L]lw et UL, (t = 0) = LI()(,UI — Lllw.

Dans le cas symétrique (méme tension aux bornes des deux condensateurs a l'instant initial) u;, =
ug, = —ug. Ce qui donne I, = 0 et [y = 7%

Comme I; = 0, on abien i_ = 0.1l s’agit du mode d’oscillation symétrique (a tout instant i; = i,).
5) (Par symétrie i = 0)

Dans le cas symétrique (tension oposée aux bornes des deux condensateurs a l'instant initial)
ur, = —ur, = —ug. Ce quidonne I, = 0 et [, = 572

Comme [, = 0, on a bien ¢, = 0. Il s’agit du mode d’oscillation anti-symétrique (a tout instant

’il - —Z2)




