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TRAVAUX DIRIGES DE ECs

Exercice 1 : Utilisation des Complexes *
On pose 71 (t) = 2. cos(wt + §) et w5(t) = 3. cos(wt — 7).
En utilisant la méthode des complexes, déterminer I’amplitude X, et la phase a l'origine ¢ de

1. x(t) = z1(t) + z2(2). 3. x(t) = 2041 (t) — [xo(t)dt
2. z(t) = x1(t) — 2.25(2). en choisissant ici w = 1 rad.™*

En passant a la notation complexe, on peut écrire les complexes associés au grandeurs sinusoi-
dales synchrones :
* 71(t) = 2.cos(wWt+7%) ~ (1) = 2.exp[j(wt+7)] = X;. exp(jwt) soit une amplitude complexe
X, —2633—2(cos— jsing) =14 /3j
® 25(t) = 3.cos(wt—%) ~ z,(t) = 3. exp[j(wt—7F)] = Xy. exp(jwt) soit une amplitude complexe
X, =3.e771 = 3[cos(—Z) + jsin(—T)] = %5 — %j.
On procede de la méme fagon avec les expressions proposées :

Lox(t) = a1 (t) + 25(t) ~ z(t) = 2,(t) + 25(t) < X.exp(jwt) = Xy exp(jwi) + Xy exp(jut)
et apres simplification par exp(jwt), on en déduit I'amplitude complexe

3 3
X=X, +X,= (1+—f) (3——f)]_312 0,39/

On en déduit ensuite 'amplitude et la phase a l'origine de z(t)

0,39
Xm =1|X| ~4/3,1224+0,392 ~ 3,14 et p=argX ~ —arctan(3’12) ~ —(,12 rad

2. De la méme maniere, si z(t) = z1(t) — 2.22(t), on a cette fois

X=X, -2X,=(1-3V2) + (V3 +3V2)j ~ 324 + 597

5,97
X = |X] =~ \/3,242 + 5,972 ~ 6,80 et p =arg X ~ 1+ arctan é 2

Y

~ 2,07 rad

3. Une dérivation par rapport au temps revient a multiplier par jw, une intégration a diviser
par jw = jicid’ottsi z(t) = 2i4(t) — [ x2(t)dt, une amplitude complexe

5_2ijl—f—w_2](1+f) (3\2—[—¥g) (3\[ 2v/3)+ (3\—f+2) —1,34+4,12;

4,12
X =1/1,342 44,122 ~ 433 et ¢ =m+ arctan i a1 = 1,88 rad

Y

Exercice 2 : Condensateur réel **

Déterminer l'intensité du courant qui traverse un condensateur réel de résistance de fuite R; = 1
M et capacité C' = 0,1 pF quand on lui applique, en convention récepteur, une tension sinusoi-
dale u(t) de valeur efficace U = 220V de fréquence f = 50 Hz.

On prendra la phase a I'origine de u(¢) comme origine des phases.

1
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Comme I’étude se fait en régime sinusoidal forcé nous allons utiliser la méthode des complexes.
Connaissant les caractéristiques de u(t) donc U sa valeur efficace complexe, on utilisera la loi
d’Ohm généralisée pour déterminer I puis I et ¢ (sa valeur efficace et la phase a 1’origine de
i(t)) :

Ueff - Zéqu'ﬁ <~ ﬁ — Kéqu'Ueff

On commence par déterminer I'impédance complexe du dipole.

Ry Ry
] S ) S
— —— ~ — —— = 1
| S |
| — Zun
C Zc

Ici, on a associé le résistor R; et le condensateur C en parallele d’out

1

PUiS]éH:=|£gﬂ =:|ﬁ?%j(7w

|Uett| = \/ﬁ + (27Cf)2.Uet ~ 6,7 mA et
parg(leg) = arg(RLf + jCw) + arg(Uexr) = arctan(2rRyC') 4 0 ~ 88°.

On a maintenant toutes les données qui apparaissent dans 1’expression i(t) = v/2 g cos(2m ft + ).

Exercice 3 : Utilisation de la décomposition de Fourier «%
#49 Soit la tension exprimée en volts : u(t) = 2 + 4. coswt + sin 3wt ott w = 100 rad.s .

1. Ecrire u(t) sous la forme

u(t) = U, cos(nwt + ¢,) avec n entier puis u(t) = »_ U, .e/™"
n=0 n=0

On donnera 'expression de U, ¢, et U,, pour n entier positif ou nul.
Représenter le spectre de u(t).

2. On applique cette tension aux bornes d’un condensateur de capacité C' = 1 uF. L'intensité
du courant qui le traverse est alors i(¢) en convention récepteur.
Déterminez i(t) = 3372, L,.¢’™" la représentation complexe de i(t) : on donnera I’expres-
sion de /,,. En déduire 1'expression de i(t) et son spectre.

3. Vérifier 'expression de i(t) par application de la relation constitutive des condensateurs.

1. On donne
u(t) = 2+44. cos wt +sin 3wt = 2. cos(0.wt +0) +4. cos(wt +0) +0. cos(2wt +-0) + 1. cos(3wt — §)
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et par identification avec u(t) = >0, U, cos(nwt + ¢y,)

on en déduit les amplitudes U, et phases a 1’origine 4 *Un V)
¢, pour chaque valeur de n entier positif : tableau ci-
dessous. T
n 0 12 3 n>=4 2 v
U, (V) 2 410 1 0 !
v (rad) 0 00 -5 0
U, 20=214]0]1e72 =—j 0 0 . . . .

0 1 2 3 .4 )
On peut également compléter le tableau en écrivant ’amplitude complexe U,, = U,,.e’¥" pour

chaque n.

Le spectre de u(t) est un diagramme "batons" o1 on représente 'amplitude de chaque harmonique
d’otu la figure ci-contre.

. On considere a présent le branchement suivant :

u(t) U,

T)_“i et pour chaque n _é_|:|_
ot
C

Zc,n

Principe : si on imagine qu’au lieu d’appliquer directement u(t) au condensateur, on applique
successivement ses différentes composantes harmoniques (U, puis U;. cos(wt + ¢1) ... U, cos(nw; +
©,)), on se ramene a une étude en régime sinusoidale forcé. On peut alors utiliser la loi d’Ohm
généralisée pour chaque harmonique de u(t) et en déduire '’harmonique de i(¢) correspondante.
Comme le condensateur est un composant linéaire, on en déduira i(¢) par superposition des har-
moniques obtenues.

Mise en ceuvre : par application de la loi d’"Ohm généralisée, pour chaque valeur de n,

U,=Z¢cnl, <= I,=Y;,.U,avecYs, = jC(nw) = jnCw = I, = jnCw.U,

n 0 1 2 3 n>4
U, 2 4 0 —J 0
Yo, =jnCw 0 jCw 2jCw 3jCw JnCw
1L, =Y.,U, 0 47Cw 0 3Cw 0
I, =|L,| 0| 4Cw =0,4mA 0 3Cw = 0,3 mA 0
win =arg(l,) (rad) | 0 5 0 0 0

Apres avoir déterminé chaque /,,, on en déduit 'amplitude /,, = |1,,| et la phase a l'origine ¢, ,, =
arg(l,) de chaque composante de i(t). En notation complexe,
i(t) = 40w.e1@H3) 4 3Cw.e? B0 et j(t) = R(i(t)) = 30%0 L. cos(nwt + @i ).

i(t) = 4Cw cos(wt + g) + 3Cw cos 3wt = —4Cw sinwt + 3Cw cos wt

I, (mA)
Remarque : le condensateur a "filtré la composante conti- 0.4
nue" de u(t) (passage du mode DC au mode AC d'un 0' 3
oscilloscope). 0' 5
On en déduit I’allure du spectre. 0'1
3. On pouvait également appliquer directement la rela- 0 I 4 I 4 4
tion constitutive 0 1 2 3 4 5
, du(t) d ) , )
i(t) = C. i C’% 2+ 4. coswt+sin3wt| = i(t) =0 — 4Cwsin wt 4+ 3Cw coswt

n
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Exercice 4 : Association RL parallele **
On place en paralléle une résistance R = 40 (2 et une bobine d’inductance L = 0,16 H.

Entre leurs bornes communes, on applique la tension v du secteur (valeur efficace U = 220 V;
50 Hz).

1. Calculer les valeurs efficaces Iy et I}, des courants traversant R et L ainsi que leur phase a
'origine ¢ et ¢y, si on prend la phase a l'origine de © comme origine des phases.

2. Calculer, par deux méthodes, l'intensité efficace totale I et son déphasage ¢ par rapport a
la tension.

L’association RL paralléles est soumise a la tension u = /2U. cos wt si on prend la phase a I'origine
de u(t) pour origine des phases.

1. Onreprésente le circuit puis son équivalent en notations complexes en remplacant les gran-
deurs sinusoidales par leurs représentations complexes.

On peut également représenter seulement les valeurs efficaces complexes (comme si on
avait divisé les grandeurs précédentes par v/2.¢7**).

u(t) u(t) U
——y—{ " = T

it) |ir() R i®) |ir) R I |1z R
——rr— —— ——

in(t) L i) 7y Lz

On se retrouve alors avec un circuit sur lequel on peut directement appliquer des lois
d’Ohm généralisées :

Auxbornesde R:U =R.Ip= Ip = |Ip| =Y ~ 550 Aetypp =arglp =argU —arg R = 0.
Auxbornesde L: U = Z;.I, avec Z;, = jLwottw = 2nf = I = |[;| = T = ﬁ ~ 4,38
Aety, =argly, =arglU —argZ; = 0 — arg Z; = —7 (i(t) en quadrature retard sur u(t)).

2. A tout instant, i(t) = i (t) + i1 (t) soit, en notation complexe,

Remarque : on retrouve I = Y¢q,.Uavec Yy, =Y+ Y.

On en déduit ensuite [ = |I| = ‘% — E%‘ x|U| = |\/7z + 50U ~ 703 Aetp = argl =
arg {% — i%] +arglU = arg [% — E%]

Comme R(L) > 0et F(L) <0,0ona—=% < ¢ <0d’ouici p = —arctan £& ~ —38,5°

On peut retrouver ces Eésultats en utilisant la méthode de Fresnel : T

i(t) =ig(t) +iL(t) = [ = Ir + I et en prenant la phase a l'origine e —t—t—r U
de u(t) pour référence des phases, on trace la figure ci contre : INS !

I est un vecteur de norme I = 5,5 A et qui forme I'angle ¢ = 0 LT :

avec l’axe de référence. T |

I, estun vecteur de norme I, = 4,4 A et qui forme I'angle ¢}, = -3 - -
avec 1’axe de référence. I'=Ip+1g

On mesure ensuite (échelle: 1V < 1cm) [ ~ 7,0 Aetp =—38,5°.

Exercice 5 : Impédances équivalentes **
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Deux dipdles sont équivalents s’ils ont la Ly I

méme impéda/nge quelle. que soit la fréquence A B4 I | . B
de la source d’alimentation. ¢

Montrer que l'on peut choisir L et C' en Co }7
fonction de L, et Cj pour que les deux di- Co L C

poOles ci-contre soient équivalents.

L’intérét principal de cet exercice est d’apprendre & manipuler les complexes, y compris dans des
calculs qui peuvent devenir vite fastidieux ...

On commence par calculer 'impédance équivalente du dipole en considérant les deux représen-
tations.

LO ZLO
CO ZCO
C Zco L Z, Zeo
Le dipole représenté a gauche a pour impédance équivalente
Z10-Zco Z 10 Z10/Zco
Zo=Zco+ =Zco+ =Zeo|l+
N Zo+ Zey T 14 Zp/ 2oy T 1+ Zpo/Zeo
avec ZLO = jCULQ et ZCO = _]Cﬁ = XC’O = ZLCO = jCOW dIOI\l 2—22 = —LOCOCU2 = ZLO'KCO et
7 1 1 L(]C(]wQ . 1-— 2L(]C()w2
=0 jC(]w 1-— L()C()w2 N jCOW(l — L()C()wQ)

Le second dipdle posséde une admittance

1 1 2 — LOW?
Y=Y — =Y _70:}/ 14— | =iCw|l+—— | = i1 Cw|———
L=totg = Ltoti7 5 —C[+1+ZL-XC] / w[+1— 1 / w[

Les deux modélisations du dipole sont équivalentessiona Z, = Z <

2 — LCw?
1 — LCw?

N 1-— 2LQCO(,U2
jCOW(]_ - L()C()wQ)

X ij[ ] = 1= (1-2L,Cow?)(2C—LC*w?) = (Cy— Ly Ciw?)(1— LCw?)

= 20 — Cy + (= LC? — 4ALyCyC + LOCy + LoCHw? + (2LoCo LC? — LyCFLC)w* = 0

On obtient ainsi un polynéme en w. L'égalité sera vérifiée pour tout w si et seulement si les coeffi-
cient du polynémes sont nuls.

On en déduit un systéme de 3 équations a deux inconnues : Cy — 2C = 0 = C, = 2C,

—LC?* —8LyC? + 2LCC? + 4LyC?* = 0 = L = 4L,.

La troisieme équation permettant de vérifier les valeurs précédentes : 16L?C® — 16L2C?® = 0.

. . *
Exercice 6 : Mesure d’une inductance *x
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la figure ci-contre et on constate sur
'oscilloscope que pour une fréquence
fo = 180 Hz, les signaux recueillis sur
les voies X et Y sont en phase. R

On réalise le montage représenté sur Y \ ‘ ‘ X

Données : R =100 €2, C'= 10 uF. h
En déduire 'expression puis la valeur /,\/\
de lI'inductance L de la bobine. \\/

- JTTI77

e(t)
On remarque que sur la voie X, on mesure «1'intensité » (tension aux bornes d"un résistor). Puisque
X et Y sont en phase, c’est donc que Y n’est pas déphasé par rapport a l'intensité. On en déduit
que l'impédance équivalente entre Y et la masse est un réel.
Z=jLw+r+ Hj% + Restdonc un réel, d’ot1 jLw + Hj% est un réel. En réduisant au méme

jLw(14+(RCw)?) R(1—jRCw)

r(RowZ T iirowz ©st réel. D’ou

dénominateur réel (en utilisant le complexe conjugé), on a

Lw(1 4 (RCw)?) = R*Cw = L = £~ = 44 mH,

Exercice 7 : Mise sous forme canonique **

Voie 11 \ C Voie I
T

Dans le circuit de la figure ci-contre figure
une résistance R, une bobine de résistance
r et d'inductance L ainsi qu'un condensa-

teur de capacité C. Le générateur fournit i
une tension sinusoidale e().
L
- Z4
e(t
1. En notant u(¢) la tension de la voie 1, exprimer u en fonction de §<, 7)“, R, L,C etw.
2. Mettre la formule précédente sur la forme
HO R W
u= e ou z=—
145Q (x— 1) wo
et identifier les parametres Hy, (), wy en fonction des données de 1'énoncé.
. . . . . A L . . o R
1. Par un pont diviseur de tension puisque les dipdles sont en séries : u = [

2. Pour se mettre sous la forme demandée par 'énoncé, il faut factoriser le dénominateur
R

pour faire apparaitre un 1 + j ..., pour cela, on factorise par R+ r:u = ————e.

i i (L= 25)
Pour pouvoir identifier ensuite, on développe les deux formules qui doivent étre équiva-
lente quelque soit w, ainsi, les préfacteurs devant w et 1/w doivent étre les mémes.

On aalors Hy = 7= 75 = w% ; m = Quy. Pour obtenir Q et wy, le plus simple est
de faire le produit et le quotient des deux dernieres équations. On en déduit wy, = \/%_c et

_ 1 L
Q_R+r c-



