Iy Calcul numeérique de l'intégrale d’une fonction sur un
segment.
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Introduction:  Ce que I'on appelle «intégration » recouvre deux chosestéfjrale d’'une fonction sur un

segment et la résolution d'une équation différentiellen®kes deux cas, cela peut-étre compliqué des que

les fonctions mises en jeu ne sont pas élémentaires. Lait@sohumeérique donne un résultatpproché

et nécessite de refaire le calcul & chaque fois que les paesraghangent. A l'inverse une résolution dite
«analytiqgue » donne un résultat exact en fonction des parametres (c’@gi’'oa vous demande en DS

en général!), mais n’est pas toujours possible.

Ici, on va résoudre des problemes que I'on sait traiter aiggigment pour pouvoir comparer les résultats,
mais en général on se sert de I'analyse numérique pour lesicas ne sait pas résoudre analytiguement.

Position du probléme :  Soit f : = — f(z) une fonction intégrable sur un segménb]. On suppose que
I'on sait calculerf(z) en tout point de l'intervalle et on veut calculgt f(z) dz. Comment faire ?

|  Approximation par la méthode des rectangles

La maniére la plus simple pour approximer une intégrale nu-, f
mériqguement est d’utiliser la méthode des rectangles a

gauche (ou a droite). La méthode est illustrée sur la figure”]
ci-contre. Chaque rectangle est choisi de fagon a ce quausa ha

teur corresponde a la valeur de la fonction « a gauche » (ou « g x
droite » ). On approxime la valeur de l'intégrale paire des 0 @ a+éx T atkéz p
rectangles.

Si on découpe l'intervalle en parties, alors :
e Lalargeur d'un sous-intervalle est = lg;]“
e Le kerectangle a pour largeudr: et pour hauteuy (a + kdx).
e kvariede)an — 1
Si on appelld,, I'approximation avea: rectangles de I'intégrale, alors

n—1 n—1
I,=> dxx fla+kxdx)=0dxx ) fla+kxiz)

k=0 k=0

Numériquement, on va donc calculer la somme, puis multifgi¢out pardz. On remplace ainsi multi-
plication par une seule pour gagner du temps. L'algorithetéeesuivant :

Données :f, a, b, n : une fonction, les bornes de l'intervalle d’intégrationeehombre de pas
Résultat : integrale : Une approximation de l'intégrale flavecn rectangles

10z« (b—a)/n;

2 somme < 0 ;

3 pour k< 0an — 1 faire

4 | somme < somme + f(a+k x ox)

5 fin

6 integrale < dx X somme




b
L calcul numérique d?/ f(x)dx

Il Approximation par la methode des trapégpes

L'idée de la méthode des trapezes est exactement la méme
celle des rectangles, mais en prenant un trapéze a la place d
rectangle de facon@inimiser I'erreur sur chaque intervalle.
Si on découpe l'intervalle en parties, alors : . . —+- —
0 a a+dx a+kéz |
e Lalargeur d’un sous-intervalle est toujours = >~
e Le ketrapeze a pour hautedr, pour une des basefg = f(a + kox) et pour l'autre bas¢g) ., =
fla+ (k+1)ox)

e kvariede)an — 1
Sion appelle/,, 'approximation avea trapézes de l'intégrale,
alors

[

1 flatkx 65) + fla+ (k+ 1) X 8) ot i
J_Z(;I 5 :(S/I,X]{ZT
=0

On remarque que chaquyfe est somméleux fois(une fois en tant quéy, une fois en tant qué, . ), sauf
les bords. C’est-a-dire

Jn:5x><<2 +ka+];">
En effet :

[\:>|\H

ka+fk+1 _ z_: z_:fT z_:f? Zf? (1)
— k=0 k=0
L S
2 2

e @

L'algorithme sera donc le suivant :

Données :f, a, b, n : une fonction, les bornes de l'intervalle d’intégrationeehombre de pas
Résultat : integrale : Une approximation de l'intégrale fl@avecn trapezes

10z« (b—a)/n;

2 somme < (f(a)+ f(b))/2;

3 pour k« 1lan— 1 faire

4 | somme < somme + f(a+k x 0x)

5 fin

6 integrale < dx X somme

Il Comparaison des deux meéthodes

Graphiguement, on s’attend a ce que la méthode des trapstzesis précise Par exemple pour la fonction
f:x — cos(1,25z) + 0,25z + 0,5, on compare l'intégrale de 1 a 5 donnée par les deux méthededa
valeur théorique (notég, ici).

La courbe bleu représente le résultat du calcul en utilisanmtéthode des rectangles et la rouge celle des
trapéezes.

Sil'on appelles,, = |I,, — I«
par une résolution analytique, on remarque sur le grapldguioite (en échelle logarithmique) que I'on a
a peu pres
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I calcul numérique d?/ f(z)dx
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n n
e log(s,) = —1 x logn + K pour la méthode des rectangles, c’est-a-djre= A x n~';

e etlog(e,) = —2 x logn + K’ pour la méthode des trapezes, c’est-a-gdire= A’ x n 2
Ainsi, lorsque I'on augmente le nombre de pas, la précisoladnéthode des trapezes augmente beaucoup
plus vite que celle des rectangles. Par exemple, pour aveiptécision 40~* pres, la méthode des trapézes
nécessite environ = 100 et la méthode des rectangles= 10000 !

Remarque : a partir den = 3.10° environ, la précision de la méthode des trapézes ne s’amdiios,
pourquoi 70n atteint la limite de la précision numeérique, ensuite teswgs d’arrondis nous limitent.

IV Utilisation d’une bibliotheque

Pour calculer des intégrales, on peut utiliser la fonctioad de scipy.integrate.
La fonction prend en argumentine fonction, la borne de départ et la borne d’arrivée
et renvoieun tuple constitué de la valeur approchée et d’une estimded’erreur commise

x2 = lambda x: xx*2 # et aprés avoir fait from scipy import integrate
r = integrate.quad(x2, 0, 4) # renvoie (21.333333333333332,
2.3684757858670003e-13)

V Exercice

En exercice de physique vous verrez que dans le calcul deitadpéalu pendule simple aux grandes ampli-
tudes apparait une intégrale que nous ne savons pas caloalgtiguement :

/+9max de
—Omae /€08 O — OS 0,00

Essayer de calculer cette intégrale péur, = 37”
1. par la méthode des rectangles;
2. par la méthode des trapézes.
3. Que pensez vous des résultats précédents ? pourquoi?
4

. Essayer de deviner ce qu’est la méthode du rectangle atiquiilieu » et expliquer pourquoi elle
est plus adaptée ici.

5. La programmer.
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I calcul numérique d?/ f(z)dx
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