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I Préambule: formules de trigonométrie

Lorsque l'on travaille sur les ondes, il est fréquent d’additionner ou de soustraire des ondes sinu-
soidales. Il faut connaitre et utiliser les formules d’additions de cosinus.

Démonstration :

cosp — cosq = R(e? — ')

; ; s Pta iP=4a _;bta . — s
e? —el=¢e'"z2 (eL 7 —e v ) on reconnait z — z = 2iJ(z2)

; ; i ptg .. _ . .. . _
e — el = ¢z X 2isin % =2 (COS % + ¢sin pTﬂ) sin %

d’olt cosp — cos g = —2sin 224 gin 224
JART P—q
2 .2 2
smp+sing = S1 co
sinp —sing = co si
CoSp + cosq = co co
CcoSp — cosq = -si si
N =
a+b a—b a b
si-cO-Co si-cO-cO moins si-si
C’est-a-dire par exemple :
: : . ptqg p—q 1
sin p + sin ¢ = 2 sin 5 CO8 ; cosacosbh= §(cos(a+b)+cos(a—b))

II Caractéristiques d’un signal périodique

Les principales caractéristiques d'un signal ont été vues sur 1’exemple du signal sinusoidal (ampli-
tude, période, valeur moyenne, fréquence, pulsations). On peut rajouter la grandeur amplitude
créte-a-créte  qui correspond a S, = Syar — Smin (PP pour peak-peak)

Remarque : Attention, les mesures automatiques de 1’oscilloscope annoncent parfois amplitude
alors que la grandeur mesurée est 'amplitude peak-peak, pensez donc a vérifier.

Pour étendre la notion de valeur moyenne vue pour un signal sinusoidal, on utilise la définition
suivante :

(" Définition : On appelle valeur moyenne d’un signal s(¢) périodique la grandeur notée 3\
(s(t)) et dont I’expression est :
1 T+T
(s(1)) = / s(t) dt
N Le temps 7 est un temps quelconque, on choisit fréquemment 0. J)
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Exemple: Calculer la valeur moyenne pour
1. un signal créneau TTL (5 V pendant une demi-période puis 0 V I’autre demi-période)
2. un signal sinusoidal quelconque.
Signal créneau TTL : L [ s(t)dt = & IR uar = FUL =U/2
Signal sinusoidal quelconque : s(t) = A + Bcos(wt + ) : & [ s(t)dt = % [ Adt + £ [ Bcos(wt +
p)dt = A+ [*% sin(wt + p)}OT = A car T est la période, donc méme valeuren O eten T’

Aspect énergétique : La plupart du temps, les grandeurs énergétiques associées a un signal
dépendent du signal  de fagon quadratique , c’est-a-dire proportionnelle a s(¢)? . Ainsi, un
signal de valeur moyenne nulle peut correspondre a une énergie de valeur moyenne non nulle.
Par exemple 'énergie cinétique dans le cas de 'oscillateur harmonique : la vitesse est en moyenne
nulle, mais pas 1’énergie cinétique. La grandeur pertinente est alors (s(¢)?), mais elle est homogene
non pas a s mais a s°.

\\

( Définition : La valeur efficace  d’un signal s(t) est la grandeur

Supr = \J(s(0)2) = ﬁ /TT+T5(t)2(lt

Sa dimension et son unité sont les mémes que celles de s(t).

K\

Remarques:
¢ Cette grandeur est parfois appelée valeur RMS (root mean square).

¢ La valeur efficace d'un signal dépend non seulement de son amplitude, mais aussi de sa
forme.

Par exemple, calculer la valeur efficace pour :
1. un signal créneau de valeur moyenne nulle et d’amplitude 2 V

2. un signal sinusoidal de méme amplitude et de valeur moyenne nulle.
1. s*=cte=U?=(s*) =U*= s,y =U
2. 5% = U2 cos?(wt) = U? (H20) = (%) = U2 (42) = 505y = U/V2

III' Spectre d"un signal périodique

Définition : Un signal est dit  monochromatique s’il est sinusoidal. Dans le cas
contraire, il est dit polychromatique.
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Un signal périodique polychromatique peut étre décomposé comme la somme de plusieurs co-
sinus. Cette décomposition s’appelle décomposition en série de Fourrier. Par exemple, un signal
triangulaire peut s’exprimer de la fagon suivante :

+o0
Z@TIUQCOS((%HLU X 21 ft)
i=0

s(t)

|
P

De facon plus générale, un signal périodique de fréquence f, peut s’exprimer sous la forme

—+00
Z cncos (n X 2w fot + py)

n=0

~

[ Définition : Le spectre d'un signal est 1’amplitude ¢,  des cosinus, dans sa décompo- ]

sition de Fourrier, en fonction de la fréquence.

Dans le cas d’un signal périodique, le spectre du signal a donc une allure de batons de
différentes amplitudes a des fréquences qui sont un multiple entier de la fréquence du si-
gnal.  Par exemple dans le cas du signal triangulaire précédent, on obtient le spectre ci-dessous
a gauche. Comme les différentes amplitudes décroissent en général rapidement, il est fréquent de
représenter le logarithme de I'amplitude en fonction de la fréquence (figure ci-dessous a droite)

Cn ln(cn)
’ ‘ , ’ ‘ |1
(150 380 5% Th T [1fe 3f0 50 o
Pour un signal plus complexe, le spectre obtenu peut 0.10 ‘ ‘ ‘ ‘
prendre l'allure d’une courbe et non plus de batonnet.
Par exemple, si I'on étudie la lumiere provenant d’un 0.08} §
néon, on obtient la courbe ci-contre. (1 THz correspond & 0.06L |
A 12 n Y.
al0o”Hz ) c
£ 0.04 |
L’opération qui permet de passer d’un signal a son spectre < ™
s'appelle transformée de Fourrier. 0.02 i
Sur les appareils de mesures, il faut généralement chercher la éogc i ée FFTV(RasgLourrier
Transform). %800 500 600 700 800
f(THz)
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Exemple 1 :

On considere le signal suivant (¢ en se-
conde; unité arbitraire pour s) :

s(t) = 14 2cos(2mr x 1 x t + m) +
0,5 cos(2m x4 xt+2)—0,5sin(27 x5 x t)

Représenter son spectre. On indiquera
les valeurs et les unités en abscisse. On
indiquera les valeurs (mais pas les uni-
tés) en ordonnée.

Exemple 2 :
Remarque : on considére une grandeur

s(t) sans unité pour cette question. Le

L L . Cn
spectre de s est représenté ci-contre. GA ........ ST T e e e e R ,
Proposez une formule possible pour 5l ......... o o e
S(t).
4 ..................................... ........................................
s(t) = 3l e
ob i ........................................
TR ..............................
0 10 20 30 40 50 60 70 &0

Valeur efficace et décomposition spectrale: On admet que si s(t) = Y ¢, cos (27 f, t + ¢,,) (avec
fa # 0 et distincts deux-a-deux) alors s2,, = > ¢ x 3.

Dis autrement, le carré de la valeur efficace d'un signal périodique est la somme des carrés des
valeurs efficaces de ses harmoniques. Or puisque 'on a dit que la valeur efficace au carré était
généralement proportionnelle a 1’énergie d'un signal, cela signifie que 1'énergie d’un signal est
égale a la somme des énergies de ses harmoniques.

Vous étes censé savoir réaliser la synthese d'un signal ~ (donner le signal si on vous donne le

spectre) ou son analyse spectrale (donner le spectre si on vous donne le signal). Numérique-
ment, c’est tres facile en python grace a l'utilisation des bibliothéeques numpy et matplotlib.

Intérét des décompositions en série de Fourier: prévoir le comportement d"un systéme linéaire
face a tout type de signal périodique : on décompose ce dernier (spectre), on étudie la réponse de
chaque raie ce qui donne un nouveau spectre, on recompose et on en déduit le signal obtenu.
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IV  Déphasage entre deux signaux synchrones

Soient les grandeurs sinusoidales synchrones (i.e. de méme pulsation w):

s1(t) = S cos(wt + ¢1) et $2(t) = Sz cos(wt + ¢2)

|
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FIGURE 1 - Déphasage entre deux signaux synchrones

La différence Ay = ps — 1 est la différence de phase ou déphasage entre s,(t) et s;(¢) ,
on dit que s1(¢) est en avance sur sy(t) s'il atteint son maximum « avant sy(t) » sur une période.
Dans le cas contraire, on dit qu’il est en retard sur s,()

Par exemple sur la figure 1, le signal s, est enretard parrapport a s; etdonc s; estenavance par
rapport a ss.

On a alors At = t(v2maz) — t(V1.maz) > 0 et Ap < 0.

Un retard de
¢ une période At = T correspond a un déphasage Ay = —27
e une demi-période a At = £ a un déphasage de Ap = —.

Par utilisation d"une regle de trois on obtient facilement

Ao = —9r—

Cas particuliers intéressants :

* Signaux en phase :si s;(¢) et s5(t) sont en phase, ils atteignent leur maximum au méme
instant, pas de décalage temporel : At =0 = Ap = 0.

Si g1 = 2 (modulo 27), I'amplitude de la somme est maximale. On a alors simplement

Signaux en phase : ¢; = 27 <= Ap=0= Sy =51+ 5,

e Signaux en opposition de phase :si s;(¢) et s2(t) sont en opposition de phase, un des deux
atteint son maximum lorsque 'autre atteint son minimum, décalage temporel d'une demi
période : At = % = Ap = +£7.

Si 1 = 9 + 7 (modulo 27), 'amplitude de la somme est minimale. On a alors simplement

Signaux en opposition de phase : ¢ = o + w[27] = Sy = |51 — 54|
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FIGURE 2 — Signaux en phase : Ag — 0 iI;;IiR: 3 — Signaux en opposition de phase :
Remarque : L'addition d’un signal en opposition de phase peut donc permettre d’annuler une
onde. Cela peut étre employé pour réduire les nuisances sonores dans les milieux bruyants. On
parle alors de systéme actif (car il faut I’alimenter) par opposition a des systemes passifs qui se

baserait uniquement sur l’atténuation par réflexion ou absorption

.
8

V  Onde progressive

Si l'on considere plusieurs oscillateurs  couplés , c’est-a-dire qui
ne sont pas indépendant les uns des autres, alors, le mouvement ()
d’un oscillateur (ici celui a gauche)  va induire un mouvement
de l'oscillateur suivant.  Celui ci va a son tour induire un mou-
vement a 'oscillateur suivant et ainsi de suite. Il y a donc  une
perturbation par rapport a I'équilibre  qui se propage sans que les
points matériels se déplacent en moyenne.
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On peut donc considérer la position de l'oscillateur n au cours du temps : s,,(t). Dans un milieu
continu  (eau, air, barre de métal. . .), les oscillateurs sont extrémement nombreux et proches les
uns des autres. On ne les repere plus par leur numéro, mais par leur position z : s, (f) ou s(x,t).

Définition : Une onde est un phénomene de propagation d’une perturbation sans trans-
port de matiere.

Sil’on considére une onde qui se pro- si(x)
page, a une dimension vers la droite,
sans étre absorbée (atténuée), ni dé-
formée (pas de dispersion ) et que

#3 1on observe la forme de la perturba-
tion a différents instants, on obtient
les courbes ci-contre.

|AZC = (‘At |
D —

La perturbation se propage sans se déformer , donc la courbe s, () est la méme que la courbe
Si—o(z), mais translatée vers la droite de Az. Ainsi

84, () = si—o(x — Az) = s4—o(x — cAl) = s4—o(x — cty).
On peut donc trouver une fonction f telle qu'on écrit la perturbation a chaque instant sous la

forme s(z,t) = f(xz — ct). f correspond simplement a la forme de la perturbation a I'instant ¢ = 0.
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(r )

Définition : Une onde s(z,t) pouvant s’écrire sous la forme
s(xt) = f(x —ct) (resp. s(x,t) = g(z+ct))

est une onde progressive dans un milieu non absorbant ( pas d’atténuation ) et non
dispersif (pas de déformation du signal ) qui se propage dans la direction +¢, (resp.
\\ —e, ) avec une célérité c.

=

Exemple : on considere une onde se propageant selon les x croissants a une célérité c et dont

le profil a t = 0 est s(x,t = 0) = s¢ cos(kx)e_<%) avec sg, k et L trois constantes. En déduire la
formule générale décrivant I'onde s(z,t).

s(x,t) = sgcos(k(x — ct))e*(‘lf't)z

On peut adopter un autre point
de vue : un observateur se place
a une position donnée et étudie
I’évolution temporelle de la per-
turbation. La courbe est cette fois

82 (t). T=2y T=2, T=2=2To T =Ty l
A nouveau, le signal est le méme a différentes positions, mais translaté vers la droite. ~On peut
donc aussi écrire les ondes progressives sous la forme suivante :

* f(t—x/c) pourune onde progressive se propageant dans la direction des x croissants

* f(t+x/c) pourune onde progressive se propageant dans la direction des = décroissants

Dispersion: Attention, tout ce que I'on a dit précédemment n’est vrai que dans les milieux non
dispersifs, c’est-a-dire dans les milieux ou la vitesse des ondes sinusoidales ne dépend pas de
la fréquence (ou de la longueur d’onde). Exemple de propagation dans des milieux dispersifs :
lumiere dans un prisme, vague lorsque la profondeur varie, ondes sonores a hautes fréquences.

VI Cas part des ondes progressives sinusoidales

Le chapitre sur le filtrage ainsi que le paragraphe précédent ont souligné I'importance des signaux
sinusoidaux puisque n’importe quel signal peut étre décomposé comme une somme de signaux
sinusoidaux.

Si 'on considere une onde dont la forme a ¢ = 0 est sinusoidale (s;—o(z) = acos(kz) ). L'onde
possede alors une périodicité spatiale.

s¢(x)
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Définition : La longueur d’onde d’un signal possédant une périodicité spatiale est la
plus petite distance au bout de laquelle le signal se répéte identique a lui méme. Elle est
fréquemment noté )\ ,apour dimension L et pour unité 1égale le metre.

Lien entre k et A\: quel est le lien entre £ et A (démonstration attendue)?

27
kX =2 k= —
™ = \

Si cette onde sinusoidale se se propage dans le sens des z croissants, alors 'onde s(x,t) peut
s’exprimer de la fagon suivante :

s(z,t) = acos (k(x — ct))

L’onde possede donc aussi une périodicité temporelle 7" : & un endroit donné, elle varie de fagon
sinusoidale a cos(—wt + ¢).

Exercice Trouver le lien entre la fréquence, la longueur d’onde et la célérité (démonstration at-
tendue) :

s(z,t) = acos (k(x — ct)) = acos (kxr — wt)
2m
#kc:wﬁjc:Qﬂf@c:Af@cT:)\

Autre maniere de voir les choses : en dessinant les courbes au cours du temps, on observe que 'on
parcourt exactement une période spatiale en une période temporelle. (Attention ce point n’est pas
aussi évident qu’il en a l'air : pourquoi avance t'on de A en 7'?)

Remarques:
¢ Cerésultat se vérifie tres facilement par homogénéité donc il est interdit de se tromper

¢ Compte tenu de la double périodicité spatiale et temporelle, au lieu de supposer que I'on
avait une onde sinusoidale qui se propage, on aurait pu supposer qu'un émetteur oscillait
sinusoidalement.

e [ estappelé vecteur d'onde (ké, en fait). Sa dimension est L' et son unité légale est
rad/m.
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manip a monter :

1. chaine d’oscillateur?
2. corde simple, que I'on fait vibrer a la main (Gros élastique)
3. corde vibrante + stromboscope
4. cuve a onde
5. diffraction
Expériences a monter :
1. Interférence Ultrason
2. Michelson en lame d’air
3. Battement avec deux diapason de fréq proche?

4. HP pour audio (battement)
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