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I Fluides au repos

1. Définitions et propriétés

Un fluide est un milieu continu (ses propriétés varient continument a 1’échelle macrosco-
pique) dont les particules peuvent se déplacer les unes par rapport aux autres : liquide, gaz.

C’est donc un corps qui peut changer de forme sous '’action d"une force méme treés faible.

Un fluide est compressible et dilatable si sa masse volumique p est fonction de la pression
et de la température : p = f(p,7') — équation d’état.

Exemple : le gaz parfait,
m nM  pM
p_V_T_ﬁ_f(p’T)
Les gaz sont compressibles et dilatables, dans les CNTP, p ~ 1 kg.m™>.

Un fluide est incompressible si sa masse volumique ne varie pas sous 'effet d"une variation
de pression. Les liquides seront considérés comme incompressibles et indilatables : V' = C'te
, pour l'eau, p = 1000 kg.m 3.

Ordre de grandeur : 1 L d’eau a 1 bar dont on augmente la pression de 1 bar : variation
de volume de 5.10 ° L . 1 L d’air a 1 bar dont augmente la pression de 1 bar : variation de
volume de 0,5 L .

Si les particules fluides (volumes définis a 1’échelle mésoscopique qui contiennent assez de
molécules pour avoir des propriétés locales définies) qui constituent le fluide sont au repos,
on parle de statique des fluides (dynamique des fluides vue en deuxiéeme année).

2. Pression au sein d’un fluide

A I’échelle microscopique, la pression qu’exerce un fluide sur une paroi est due aux chocs des
particules du fluide sur cette derniere (Cf. 77).

A T’échelle mésoscopique, si on considere une portion de surface dS (existant réellement ou
fictive) séparant 2 parties d"un fluide,

Les chocs des particules de fluide sur la paroi se traduisent, a I’échelle mésoscopique, par une
force df ), : force de pression exercée par la partie 1 sur la partie 2, normale a dS si fluide parfait
(sans viscosité) ou fluide réel au repos.



T Statique des fluides
6 )
Force de pression : en statique des fluides,
d}l/Q = p(A)dStiy )2 avec p(A) la pression du fluide au point A.
<
Remarques:

D’un coté on a P, X S car la pression est uniforme; de 1’autre P,,,,/50x.S d’ott ' = %Patm X T

¢ Les forces de pression sont donc des forces surfaciques. Par opposition, les forces de pesan-
teur sont des forces volumiques.

¢ Les forces de pressions peuvent étre considérables.
Exemple : un chimiste débutant utilise un ballon a fond plat et baisse la pression a l'inté-
rieur du ballon a I'aide d"une trompe a eau, quelle est la résultante des forces de pression
(intérieur +extérieur du ballon) sur la surface plane et quelle est la masse qui, posée sur le
ballon, produirait une force de méme intensité? On donne F,;,, = 10° Pa ~ 50 x P, et le
diametre de la surface plane : 10 cm.

2 _
<=

770 N soit I’équivalent d’une masse de pres de 80 kg posée sur une petite surface en verre!

II Relation fondamentale de la statique des fluides

Démonstration: on étudie une particule fluide de volume dV/, centré en M, au repos (mésosco-
pique car il y a toujours l'agitation moléculaire).

Systeme : { particule fluide } de masse dm = pdV = pdx.dy.d=

z D’

Bilan des forces extérieures : (appliquées au systéme). y !
Z+dz F-————
¢ le poids de la particule, ﬁ
p A ! | B
pdV§ = —p.g.de.dy.dz.e, ! T/ dz
S L
|
e force de pression sur la face ABCD : ;D dx
/
p(z)dzdyé, A dy B

#

o etsur A'B'C'D’ s’exerce
—p(z + dz)dzdye,

* de méme sur AA'D'D et sur BB'CC p(y)dxdze, — p(y + dy)dzdze,

e etenfinsur DD'C'C et AA'B'B, p(x)dydze, — p(x + dx)dydze,
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T Statique des fluides

Application du théoreme du centre d’inertie : a 1’équilibre, la somme vectorielle des forces
extérieure est nulle.
Par projection sur ¢,

p(y)dxdz — p(y + dy)dzdz = 0 = p(y) = p(y + dy)

c’est a dire que p ne dépend pas de y.
De méme, par projection sur Ox, p(x) = p(z + dz) et p ne dépend pas de x non plus.
Par projection sur €,

Pz +d2) — p(2)
dz

d
=—pg < d—p = —pg = dp = —pgdz
z

p(z)dzdy —p(z+dz)dxdy — gdxdydz = 0 =
Remarques:

¢ la pression du fluide en équilibre est la méme en tous les points d’'un méme plan horizontal
(dp = 0 pour dz = 0) : surfaces isobares.

¢ Attention au signe : ici €, selon la verticale ascendante, si selon la verticale descendante,
alorson a dp = +pgd-=.

* Pour intégrer cette relation il faut connaitre la fonction p(p) et donc savoir si le fluide est
compressible ou non ...

N

Relation fondamentale de la statique des fluides : on retiendra donc cette relation sous la
forme plus générale dp = pg.dr

.. | sig=—gé,, alorsdp = p x (—gé.) - (dze, + dyé, + dze.,) = —pgdz
Ainsi, § . % S - - | N
si § = +gé€., alors dp = p x (+ge.) - (dwe, + dye, + dze.) = +pgd=

III Statique des fluides incompressibles

1. Relation

On considere un fluide incompressible (p = C'te ) a I’équilibre et on suppose que le champ de
pesanteur est constant (g = Cte).
L’équation fondamentale de la statique s’écrit, si €, vertical ascendant, dp = —pgdz avec p = Cle.
On en déduit I’équation fondamentale de I’hydrostatique pour un fluide incompressible, homo-
gene et au repos :

p+pgz = Cte = py + pgz0 = p = po — pg(z — 20)

La pression du fluide dépend de l'altitude, on ne parle plus de pression d'un fluide mais de
pression en un point du fluide.

Exemple : pression subie par un plongeur quand il est a 10 m sous la surface.
Enz=0,p=py=1latm~10°Paetenz=—10mp = py — pg(z —0) = 105 — 103.10.(—10) = 2.10°
Pa ~ 2 atm.

2. Applications

Vases communicants :
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T Statique des fluides

on considere par exemple 4 récipients en contact

avec le méme gaz a la méme pression, leurs sur-
taces de séparation sont donc toutes a la méme pres-
sion : p1 = pa = P3 = P4 = Patm

Comme ce sont des liquides homogenes au repos,

ona:py+pgz = p2+ pgz2 = p3+ pgz3 = ps+ Pgzs

etdonc z; = 2 = 23 = z,.

Les surfaces sont toutes a la méme hauteur et horizontales.

Manometres en U: le liquide manométrique de masse volumique p;, est incompressible.

La dénivellation entre deux surfaces libres du li-

quide au repos permet de mesurer la différence de | 2a H-H |
pression entre les deux surfaces. I h

. L s N %B
Les fluides dans les récipients sont des gaz a la Gaz A Gaz B
pression py et pp. En tout point du liquide on a PA AL PB>PA

PA + prgza = pp + prgzp = pa = pp — prgh

Si on connait pp, (par exemple, pp = Patm Si le tube est ouvert sur 1’air ambiant), on en déduit p4.
& vide, pp~ 0
Barometre a mercure: pg + pgzp = pa + pgza u

avec pa = Paim €t pp~ 0 d’ol1

pa = pg(zp — 24) = pgh

Sile liquide était de 'eau et p4 = 1 atm = 101325 Pa, on aurait # = 10,3 m! | PA= Patm |
On utilisera plut6t un liquide de masse volumique plus grande comme le mer-
cure, on a alors / ~ 760 mm de mercure (= 760 torr).

Théoreme de Pascal : toute variation de pression au sein d’un fluide incompressible au
repos se transmet intégralement a tous les points du fluide.

Démonstration : figure de gauche ci-apres :

. F
21 ——————-OMl S

f S>>S
2 F-t----—-—---——--—- "Mz

Audépart, p1 + pgz1 = p2 + pgza = P2 = p1 + pg(z1 — 22).

Par un moyen approprié on crée une variation de pression Ap en M;, on a donc pj = p; + Ap. Que
vaut p,?

On a maintenant p| + pgz; = p), + pgze <= p1 + Ap+ pgz1 = py + pgze

Py =p1+ pg(z1 — 22) + Ap =pa + Ap

On a donc en M, la méme variation de pression qu’en M;.
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T Statique des fluides

Application a la presse hydraulique : un récipient contenant un liquide (donc un fluide incom-
pressible), souvent de 1'huile, comporte deux ouvertures fermées par des pistons de surfaces tres
différentes S > s.

Toute force f exercée sur le petit piston produit une augmentation de pression Ap =
Or d’apres le théoreme de Pascal, cette surpression est transmise a tous les points du 11qu1de
Le grand piston est donc alors soumis a la force /' = ApS, soit encore :

i

F=— etsi S>> salors ' > f.
S

La presse hydraulique permet donc d’obtenir une force F' considérablement plus importante que
la force f exercée par l'opérateur.

IV Statique des fluides compressibles : cas de 1’atmospheére iso-
therme

1. Modele

* On étudie I'atmospheére terrestre (rayon de la Terre Ry = 6400 km) sur quelques kilomeétres
d’altitude z < Ry donc

GMr GMr

Poom Mo
(Rr+ 227~ "R

€. ™~ mgy ne dépend pas de laltitude

e On assimile I’air a un gaz parfait de masse molaire M/ = 29 g.mol '
Pour une particule fluide de volume dV" et de quantité de matiere dn, on a

dm _dm p]\[
1 =dnRT = —RT
pdV = dnR A RT = p = = Thr

* On suppose que sur cette partie de 'atmosphere, la température reste constante : 7' = 7
(hypothese de I’atmospheére isotherme).

Remarque : en fait, la température diminue linéairement sur les dix premiers kilometres puis
varie différemment selon différentes couches.

2. Variation de p avec l’altitude

Ajout : résoudre I'équadiff par séparation des variables et méthode normale
L’équation fondamentale de la statique s’écrit alors

pM 1 M —Mgz
dp = —pgdz = —%%gdz — ([_)p = —R—T(Z]dz =p==Ae R,

et en notant p = py au niveau du sol

= p(z) = poe” 7
avec [1 = it la hauteur caractéristique H =~ 8,6 km pour Tj = 293 K.
La pression diminue de fagon exponentielle donc quand 1'altitude augmente.
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T Statique des fluides

Po

O H z
Exemples :

* Variation relative de pression pour un réservoir de hauteur 20 m contenant de l’air a 20°C.
Pour zo = 0onapy =1 atm.

Mgz A, Mgz
Ap:ppozpolexp<R7gf>1] <:>—p:exp< g4>1207002
0

diminution relative de 0,2 % : imperceptible.

* Variation relative de pression entre la pression au niveau de la mer et celle au sommet du
Mont Blanc (4810 m) si I’on considéere que I'atmosphérique est isotherme a 20°C.

Ap < Mgz

— —exp
Do RT

) —1=-0.435

diminution relative de 43,5 % : — avions de ligne pressurisés, altimetres = barometres.

¢ En fait % < 0,01 si z ne varie pas de plus de 86 m.

On parlera donc de pression d'un gaz et non de pression en un point du gaz si sa hauteur est
limité (100 m), ce qui est toujours le cas dans les réservoirs usuels.

Remarque : en réalité, 99 % de la masse est située sous une altitude de 31 km mais on trouve
encore des particules a 'altitude de 500 a 800 km. On fixe la limite de I’atmosphére a environ 40
km.

3. Distribution de Boltzmann

On assimile l'air a un mélange de N molécules identiques de masse y: et de densité moléculaire

* N

n* = ¢ 'énergie potentielle de chaque molécule est

ep = 119z + epp = prgz sion pose ey(z =0) =0

Pour un systéme de volume V' et de masse m,

« N_TLNA_pNA_NApQ 7.(]]\[2
B RT;

VvV ~RI, RL®

S
Il

Mgz  Napgz — pgz  ep(2)

avec k il la constante de Boltzmann
RT, RT, kgTy  kgTo 5

Na

et
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T Statique des fluides

On peut donc écrire

M 20 (2 (2
n* = ,uRpTU - exp (— Z’B(;?J) = ng exp (— Z’B(;D avec exp (— ii;i) le facteur de Boltzmann.

et n*(z) est proportionnel a la probabilité de trouver une particule donnée a I'altitude z, c’est a
dire dans I'état d’énergie e, ().
On peut généraliser le résultat précédent :

/[Distribution de Boltzmann : dans un systéme macroscopique a I’'équilibre thermosta- )
tique a la température 7; constitué d’un tres grand nombre de particules discernables et
indépendantes, la probabilité de trouver une particule du systeme dans 1’état d’énergie e,
est proportionnelle au facteur de Boltzmann

P ( ijo)
& 7,

Les états d’énergie les plus faibles sont plus occupés (systeme plus stable) mais une augmentation
de la température rend tous les états possibles.

V  Actions d’un fluide au repos
1. Résultante des forces de pression exercées sur une paroi
1l.a. Forces pressantes sur un élément de paroi

Considérons un liquide contenu dans un ré- Gaz py
cipient de forme quelconque. IS — ds. cosa

Soit pg la pression du gaz surmontant le li-
quide et environnant également le récipient.

En un point M situé a la distance z de la
surface libre du liquide incompressible (axe
Oz orienté vers le bas), la pression est p =
po + pgz avec p la masse volumique du li-
quide.

Un élément de surface d.S du récipient
centré en M subit :

e une force df, dela part du liquide : df, = p dSi, : @ dfy
n étant la normale au liquide orientée vers l'extérieur : df |, = (po + pg?) dS1i

e une force df, de la part du gaz environnant : df, = —pedSii
Au total I’élément de surface dS est soumis a une force d}‘ :

(Zf = pgzdSmn : (5" est normale a dS et est orientée vers |'extérieur.

Remarque : la composante verticale de d}", df, = pgzdS cosa = pgzdX représente le poids qu’au-
rait une colonne de liquide de hauteur z et de base d¥ = dS cos a.
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T Statique des fluides

1.b. Résultante des forces pressantes exercées sur une paroi plane

Sur la surface S entiere plane, it = C'e et

F= ” de: ” pgzdSn = pgﬁ'ﬂi zdS
S S S

Caractéristiques de F résultante des forces pressantes exercées par un liquide sur une paroi plane :

e direction : perpendiculaire a la surface de la paroi;

* sens : celui de 77 c’est-a-dire vers l'extérieur du liquide;

e point d’application : (' le centre de poussée tel que F appliquée en C' produise les mémes
effets que toutes les forces élémentaires dF sur la paroi.
En pratique, on utilise 1’égalité du moment des forces par rapport a un point (O par exemple) :
le moment de la résultante des forces F appliquée en C' (Mo (F)) doit étre équivalent a la
résultante des moments exercés par les d f en chaque point M de la surface (ﬂs OM A d}“).
En général le centre de poussée C n’est pas confondu avec le centre d’inertie G de la paroi.

Exemple : on considere une plaque inclinée d"un angle « par rapport a I'horizontale.

Liquide

B

z

Onnote : AD = ala largeur de la paroi (selon Ox) et AB = b. Sa surface est donc S = ab.
Soit un point M de la paroi tel que HM = r, c’est a dire z = r sin

La surface élémentaire autour de M est ds = dz.dr sur laquelle s’exerce

d_f = pgzdsn = pgr sin adx.drn

Par sommation, sur une bande de surface dS = a.dr , on obtient dF = pgr sin ca dr ii
Et enfin, sur le barrage,

e b 1 ; 1
F = Jl df = /dF = pgsin (mﬁ/ rdr = ~pgab® sin aii = = pgSbsin aii

AJOUT
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T Statique des fluides

2. Flément de surface dans les différents systéeme de coordonnées

Comme toujours, le choix du systéme de coordonnés se fait en fonction de la symétrie du pro-
bleme :

e le probleme a un axe privilégié : coordonnées cylindro-polaire

e le probleme a un centre privilégié (et est a 3D) : coordonnées sphériques

e le probleme se passe dans un plan sans axe privilégié : coordonnées cartésiennes

Il faut savoir exprimer les éléments de surfaces dans ces différents systeme de coordonnées, pour
cela, il suffit de se rappeler du déplacement élémentaire (et de faire des schémas, réviser M;).

—
e Coordonnées cartésiennes : dOM = dze, + dye, + dze.,
Si = est constant, alors 1’élément de surface est dS = dy x dz
—
e Coordonnées cylindro-polaire : dOM = dre, + rdfey + dze.
Si r est constant dS = rdf d=z l

taines composantes de la force élémentaire vont don-
ner une somme nulle.

Eau

Si z est constant dS = dr x rdf 2 : //’ v
e ~
e Coordonnées sphériques : dOM = dre, + rdfey + rsin Odpe, WY S~ L/
Si r est constant dS = rdf x rsinOdyp : /! O
Si 6 est constant dS = dr x rsinfdy | / !
€0, [ 2wt
| L/ h
| TA!
3. Notions de symétrie et composante utile = ! /
- H \ /// :
Dans certains cas, compte tenu des symétries, cer- M
P y ’ //T\

Exemple : force exercée par 'eau sur un barrage en /If
forme de demi cylindre vertical de rayon R et de hauteur h. iy
Compte tenu des symétries on choisit les coordonnées cylindriques et 1’'élément de surface sera

Rdf d= La résultante des forces de pression exercées par 'eau sur le barrage est donc :

F= Ifj)dS (—é€,) = /zho (

Si on s’occupe de l'intégrale selon 6 (on se place a une altitude fixée) alors

/% —p(z)Re,.(0) dH) dz

o=—12

/5 —p(2)RE.(0)d0 = —p(z)R [* &(0)do = —p(z)R [* (cosbE, +sinbE,) dd

=3 JO=—7 JO=—3

s
2

= —p(z)R x ([Sin 9](;%:7% €, + [— cos 9}0:7% €y> = —p(2)R X 2,
Et on se rend compte que l'intégrale selon y a donné un résultat nul. En étudiant les symétries,
on aurait pu s’en rendre compte : pour chaque point M (6,z), il y a aussi un point M'(—0,z) sy-
métrique. Pour ces deux points, leur forces élémentaires df s’ajoutent selon &, et se compensent
selon €),.

On dit que df, est la composante utile de df.
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T Statique des fluides

Avant d’intégrer, on fera donc 1’'étude des symétries pour trouver la composante utile et on ne
somme qu’elle.
Ainsi, pour notre barrage, on aurait dt dire des le début : la composante utile est selon z donc

iy . s

/ Y df = / a8 = —p() Rz / 7 cosfdOE, = —2p(2)Rd=E,
0=—% -5 -z

Il reste ensuite a faire 1'intégrale selon z, et pour avoir la résultante des forces de pression sur le
barrage, il faudrait aussi prendre en compte la force exercée par l'air qui est loin d’étre négligeable.
(cf TD)

4. Poussée d’Archimeéde
4.a. Définition

La poussée d’Archimede est la résultante I 4 des forces
de pression appliquées par le fluide en équilibre sur
la paroi ¥ du solide S.

= ([~ -0

Elle est souvent difficile a calculer : détermination
de chaque composante apres projection des df.
On utilisera de préférence le théoréme d’Archimede. Ps

4.b. Démonstration et énoncé

On remplace le systeme S par les proportions d’air et
de liquide délimitées par la méme surface ¥ : systeme
S’ composé des fluides (air et liquide) déplacés par S':
A l'équilibre, S’ est soumis a son poids Pgyiq. appliqué
en (', le centre d’inertie de &’ (C, centre de poussé
# G a priori) et aux mémes forces pressantes que S
(ne depend que de E) on a donc

7Dﬂulde + HA - 0 d’ot1 HA - _Pﬂmde

Remarque: Pair négligeable devant ﬁliqmde.

pﬂuides

Théoreme d’Archimede : a condition que le systeme des fluides déplacés (remplacés par
le corps immergé) soit a I’équilibre, la poussée d’Archimeéde I, est égale a I'opposée du
poids des fluides déplacés. Elle s’applique en un point C, appelé centre de poussée, qui se
confond avec le centre d’inertie des fluides déplacés.

ﬁA = _ﬁﬂuide MO(ﬁA> = O? A ﬁA = —O? A ﬁﬂuide

en général, C' # G avec G le centre d’inertie du solide, on a une position d’équilibre stable
quand G situé en ou en dessous de C.
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T Statique des fluides

4.c. Cas particulier usuel
Si le solide est completement immergé dans un seul fluide, alors
I:[‘A - *ﬁﬂuide - *PVg

ol p est la masse volumique du fluide et V' le volume du solide.
Si en plus le solide est homogene (masse volumique uniforme), alors C' = G.

4.d. Restriction

Le théoreme d’Archimede ne s’applique pas si une partie du corps
immergé n’est pas en contact avec le fluide.
I1 faut alors effectuer le calcul de la force de poussée.

VI Equivalent volumique des forces de pression

1. Force volumique

Sil’on consideére un petit volume dV avec une masse volumique p, le
poids est dm g = pdV g, on peut donc définir une force volumique f, telle que la force élémentaire
dF' exercée sur un volume dV' s’exprime :

dF = dV f,

Dans le cas du poids, on a donc une force volumique f_;, = pg.

Les forces de pression sont des forces surfaciques, toutefois, on peut définir une force équivalente
volumique qui a la méme résultante.

Soit un volume dV = dx dy dz situé entre x et x + dz, y et y + dy, z et z + dz, alors la résultante des
forces de pression appliquée au volume est :

p((L’,y,Z) o p(l‘ + dl‘7y72)

o p(I,y,Z) o p(wnyvz + dZ)
,Cy,€=) dz

(0,8y.85)

( .y,z)dy dz — ( + dzyy,z)dy dz , _
N ( t/z)det/— (L yz—l—dz)chd - arayaz Y

—

Soit en faisant tendre dz, dy et dz vers 0 :

- — = —
dF =dV | 0y = —grad pdV = f,(p) = —gradp

(0,8y.E2)

Les forces de pression ont donc la méme résultante qu’une force volumique dont l’expression est
—
—grad p
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T Statique des fluides

2. Equation locale de la statique des fluides

Cet équivalent nous permet de ré-écrire la condition d’équilibre pour la statique des fluides. Si
I'on considere un élément dV' d’un fluide au repos, alors la somme des forces est nulle : dF; +dFs +
dF; + --- = 0 donc en divisant par le volume, la somme des forces volumique est nulle.

Dans le cas o1 'élément de fluide n’est soumis qu’au poids et aux forces de pressions :
pg—gradp=0 <& gradp = pg
. L ’ Lox L g T S ey .
Ceci est cohérent avec ce que I'on a déja vu : dp = pg - di” = grad p - di par définition du gradient

Dans le cas ot d’autres forces volumiques sont présentes, il suffit de les rajouter dans le bilan des
forces et de ré-écrire la condition d’équilibre.
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